
第 19卷 第 1期
V o l. 19 N o. 1

　控　制　与　决　策
　Con trol and D ecision　

2004年 1月
　 Jan. 2004

　　文章编号: 100120920 (2004) 0120111203

铝酸钠溶液成分浓度在线测定系统数学模型的建立与求解
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(东北大学 信息科学与工程学院, 辽宁 沈阳 110004)

摘　要: 以铝酸钠溶液成分在线浓度测量系统的设计为背景,讨论了铝酸钠溶液成分的三温三电导数学模型的建立

与求解问题. 以此为核心技术的铝酸钠溶液成分在线实时测量系统,在工业现场的实际应用中取得了较好的运行效

果.
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Abstract: Based on the design of the on2line system fo r m easuring the densit ies of the compo sit ion of sodium

alum inum so lu tion, a th ree2temperatu re th ree2conductivity m athem atical model of the system is estab lished and its a

reso lu tion is given. T he p ractical app licat ion of the on2line system in industry show s the effectiveness.
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1　引　　言
　　铝酸钠溶液成分浓度在线测定在拜耳法生产氧

化铝的过程中起着非常重要的作用. 铝酸钠溶液的

主要化学成分是N aOH , A l2O 3 和N a2CO 3. 目前,铝

酸钠溶液的成分分析主要采用人工定时取样、化验

室试剂滴定分析的方法. 这种方法取样的时间间隔

长、滞后大,人为因素较多,对及时指导生产十分不

利. 因此,采用自动化的过程分析仪器在线实时测量

铝酸钠溶液的化学成分浓度,具有重要的实际意义.

本系统主要由四大部分构成,即:取样分析子系

统、仪表子系统、可编程控制器 (PL C)控制子系统、

工控机及其外部设备子系统. 取样分析子系统主要

由取样分析柜构成,它从现场铝酸钠溶液槽顶取得

铝酸钠溶液的样品,采用水冷及混合的方法获得温

度和电导信号; 仪表子系统将测取的温度和电导率

信号进行显示并变送输出; PL C 控制子系统将模拟

信号转换成数字信号并送至上位机; 工控机及其外

部设备子系统根据数字信号计算出铝酸钠溶液成分

的浓度,并完成浓度的实时显示,实时曲线绘制,历

史数据查询,历史数据保存以及报表打印.

系统采用三温三电导法, 即根据N aOH 浓度,

A l2O 3 和N a2CO 3 的浓度和温度以及溶液的电导率

诸因素,通过统计回归的方法建立数学模型. 建模的

依据是铝酸钠溶液的电导率取决于溶液主要成分的

浓度和温度. 通过对相同的溶液在 3 个不同温度下

测量出3个不同的电导率, 采用数值分析的方法便
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可在线求出 3个浓度.

2　模型的建立
2. 1　三温三电导法

三温三电导法是在双温双电导法的基础上提出

的一种测量铝酸钠溶液浓度的新方法. 所谓双温双

电导法,是指利用N aOH 浓度 ck ,A l2O 3浓度 ca和温

度 t,采用正交回归法建立三因子电导率数学模型

c1 = f ( t1, ck , ca) ,

c2 = f ( t2, ck , ca).
(1)

　　双温双电导法忽略了变化范围较小的N a2CO 3

浓度对溶液电导率的影响, 计算出的化学成分的浓

度值准确性受到一定的限制[1 ]. 三温三电导法区别

于双温双电导法的关键是利用 ck , ca , cc和 t四因子建

立数学模型, 充分考虑了N a2CO 3 浓度对溶液电导

率的影响,因而更加准确. 其数学模型为

c1 = f ( t1, ck , ca , cc) ,

c2 = f ( t2, ck , ca , cc) ,

c3 = f ( t3, ck , ca , cc).

(2)

2. 2　实验建摸

数学模型的建立需要进行实验,其步骤如下:

1) 根据三温三电导法的测量原理,确定试验的

因子为 ck , ca , cc, t. 根据工业现场铝酸钠溶液的实际

情况,确定 4个因子的变化范围.

2) 在诸因子的变化范围内,选取具有代表性的

若干点;然后利用工业现场的铝酸钠溶液作为种子,

调配成所需的溶液;进而进行温度和电导率的测量,

得出不同成分浓度溶液的温度和电导率. 这样便获

得了 n 组独立观测值 (即样本).

3) 根据试验结果, 并利用正交回归原理, 得到

如下回归方程:

c = p 0 + p 1ck + p 2ca + p 3cc +

p 4 t + p 5ckca + p 6ckcc + p 7ck t +

p 8cacc + p 9ca t + p 10cc t +

p 11c2
k + p 12c2

a + p 13c2
c + p 14 t2. (3)

　　根据氧化铝工业标准,苛性比定义为铝酸钠溶

液中N aO H 与A l2O 3的摩尔比. 换算成浓度后,可表

示为 ak = 1. 645ck öca. 则式 (3) 可改写成

c = p 0 + p 1ck + p 2ak + p 3cc +

p 4 t + p 5ckak + p 6ckcc + p 7ck t +

p 8akcc + p 9ak t + p 10cc t +

p 11c2
k + p 12a2

k + p 13c2
c + p 14 t2. (4)

2. 3　模型检验

在求解回归方程前,回归模型只是一种假设;在

求出回归方程后,还要对其进行统计检验,以确定回

归方程是否具有实际意义[2 ].

在回归方程 (3) 中,如果方程不成立,则给出检

验假设

H 0: p 1 = p 2 = ⋯ = p 14 = 0. (5)

数据总的偏差平方和为

S T = ∑ (y i - yθ) 2 =

∑ (y i - y
δ) 2 + ∑ (y

δ
i - yθ) 2 = S e + S R ,

(6)

其中

S e = ∑ (y i - y
δ) 2.

　　当假设 (5) 为真时,则选择统计量

F =
S R öp

S e (n - p - 1)～ F (p , n - p - 1).

(7)

按照一般显著性的程序,在给定的显著性水平 Α下,

当 F > F 1- Α(p , n - p - 1) 时,则拒绝假设 (5) ,即认

为回归方程 (3) 成立.

3　模型的数值求解
　　根据式 (2) 和 (3) ,可确定如下非线性方程组:

f 1 (x 1, x 2, x 3) = 0,

f 2 (x 1, x 2, x 3) = 0,

f 3 (x 1, x 2, x 3) = 0.

(8)

方程组 (8) 可简写为

F (x ) = [ f 1 (x ) , f 2 (x ) , f 3 (x ) ]T = 0, (9)

其中 x = (x 1, x 2, x 3) T.

类似于一元方程的牛顿迭代法[3 ] , 可构造出方

程组 (8) 的牛顿迭代法. 现推导如下:

设 x 3 是方程 (8) 的解, x
(k ) 是某个迭代值. 用点

x
(k ) 处的一阶台劳展开近似每个分量函数值 f i (x 3 )

= 0,则有

0 = f i (x 3 )≈

f i (x
(k ) ) + ∑

3

j = 1

5f i (x
(k) )

5x j
(x 3

j - x
(k )
j ) ,

i = 1, 2, 3; (10)

或按式 (9) 用矩阵和向量表示为

0 = F (x 3 )≈

F (x
(k ) ) + F′(x

(k ) ) (x 3 - x
(k) ). (11)

其中函数 F (x ) 的导数为

F′(x ) =

ý f 1 (x ) T

ý f 2 (x ) T

ý f 2 (x ) T

=
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5f 1 (x )
5x 1

5f 1 (x )
5x 2

5f 1 (x )
5x 3

5f 2 (x )
5x 1

5f 2 (x )
5x 2

5f 2 (x )
5x 3

5f 3 (x )
5x 1

5f 3 (x )
5x 2

5f 3 (x )
5x 3

. (12)

若矩阵F′(x
(k) ) 非奇异,则可从式 (11) 中解出 x 3 的

近似值,并把它作为下一次迭代值. 于是得到

x
(k+ 1) = x

(k ) - F′(x
(k) ) - 1F (x

(k) ) ,

k = 0, 1,⋯. (13)

　　该方法同牛顿迭代法一样,具有二次局部收敛

性[3, 4 ].

4　实际验证
　　在数学模型的求解过程中,对于双温双电导模

型,一般只需2～ 3次迭代即可求得精度Ε= 0. 01的

解,可见数学模型的解法具有相当高的精度和相当

快的收敛速度. 但三温三电导模型的求解收敛速度

有时稍慢,这时可采用如下方法解决:

1) 首先建立如式 (1) 所示的双温双电导数学模

型,对其进行求解,可以很快解出 ck 和 ca;

2) 选取三温三电导中某个温度 t及其对应的电

导率c,将ck和ca代入三温三电导回归方程 (3) ,即可

解出 cc,其公式为

cc =
- e1 ± e2

1 - 4e2e0

2e2
. (14)

其中

e0 = p 0 + p 1ck + p 2ca + p 4 t +

p 5ckca + p 7ck t + p 9ca t +

p 11c2
k + p 12c2

a + p 14 t2 - c,

e1 = p 3 + p 6ck + p 8ca + p 10 t,

e2 = p 13.

　　在现场应用中,将一个月来模型部分求解结果

与化验室分析结果进行比较,详见表 1.

表 1　在线测得的数据与化验室分析结果比较

组号
化验室分析结果

ck ca cc

模型求解结果

ck ca cc

相对误差ö◊

ck ca cc

1 245. 2 130. 6 28. 8 248. 1 131. 4 30. 2 1. 18 0. 61 4. 90

2 254. 1 136. 5 32. 2 253. 9 134. 6 32. 0 - 0. 07 - 1. 40 - 0. 62

3 251. 5 133. 9 26. 8 249. 8 132. 0 29. 3 - 0. 70 - 1. 41 9. 32

4 252. 3 136. 8 36. 0 257. 6 139. 7 34. 2 2. 10 2. 12 - 5. 00

5 254. 0 132. 6 34. 6 259. 1 135. 2 33. 1 2. 11 1. 96 - 4. 33

6 264. 0 137. 8 30. 2 264. 6 138. 1 31. 9 0. 23 0. 22 5. 63

7 248. 0 131. 9 27. 2 245. 9 133. 9 26. 3 - 0. 85 2. 09 - 3. 31

8 244. 0 135. 0 31. 3 242. 9 137. 2 32. 5 - 0. 45 1. 63 3. 83

9 234. 2 133. 4 33. 5 237. 5 133. 8 32. 9 1. 41 0. 30 - 1. 79

10 236. 1 132. 5 27. 8 234. 1 134. 2 29. 1 - 0. 85 1. 28 4. 68

　　从表 1可以看出,本系统在线测得的数据中, ck

的相对误差为± 2. 2◊ , ca 的相对误差为± 2. 2◊ ,

cc的相对误差为± 9. 4◊ ,满足现场工艺的要求 (ck

为± 3. 0◊ , ca 为± 2. 5◊ , cc 为± 10◊ ).

5　结　　语
　　本文在双温双电导法的基础上提出了三温三电

导法,给出了三温三电导法的数学模型,介绍了模型

的数值求解方法。本系统可实现铝酸钠溶液成分浓

度的准确检测,具有一定的推广价值.
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