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摘　要: 研究D elta算子不确定系统在误差方差约束和区域极点约束下的鲁棒 H ∞滤波问题. 针对多目标H ∞滤波问

题,采用代数矩阵不等式方法,提出滤波器的存在条件和显式表达式. 所得结果可将连续系统和离散系统的有关结果

统一到D elta算子框架.
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Abstract: T he p rob lem of robust H ∞ filtering fo r the D elta operato r fo rm ulated uncerta in discrete t im e system s w ith

erro r variance and circu lar po le constra in ts is studied. T he system under considerat ion is sub ject to no rm 2bound

tim e2invarian t uncerta in t ies in bo th the sta te and ou tpu t m atrices. A robust filter is designed to guaran tee that the

filtering p rocess is D 2stab le, the steady2sta te est im ation erro r variance of each sta te is no t mo re than the individual

p respecified value, and the H ∞ no rm of the transfer function from no ise inpu ts to erro r sta te ou tpu ts m eets given

upper bound. In term s of algebraic m atrix inequality app roach, such m ult i2objective H ∞ filtering p rob lem is so lved,

and bo th the ex istence condit ions and exp licit exp ression of the desired filter are developed. T he p ropo sed resu lts

b ring p revious rela ted conclusions of con tinuous and discrete2t im e system s in to the un ified D elta fo rm.
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1　引　　言
　　连续系统和离散系统的滤波理论经历了最优滤

波和鲁棒滤波两个阶段. 一般情况下,最优滤波可分

为维纳滤波、卡尔曼滤波和现代时间序列分析等方

法. 将含有不确定性和未建模动态的系统滤波问题

统称为鲁棒滤波. 在鲁棒滤波设计中,卡尔曼滤波和

H ∞滤波的研究取得了丰富成果.

D elta 算子是一种新的离散化方法,它不仅避免

了传统的移位算子方法在高速采样时引起的病态条

件问题,而且当采样周期趋于零时,D elta 算子离散

化模型趋近于原来的连续模型,所得结果也趋于连

续情形的相应结果. 它在自动控制和信号处理领域
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获得了许多成果[1 ]. 目前, D elta 算子系统的鲁棒滤

波取得一些新的进展. 文献[ 2, 3 ]研究了D elta 算子

描述的不确定系统在稳态估计误差方差约束下的鲁

棒滤波问题.

本文进一步研究D elta 算子系统在误差方差约

束和区域极点约束下的H ∞鲁棒滤波问题. 采用代

数矩阵不等式方法,给出了多目标H ∞滤波器的存

在条件和显式表达式. 基于D elta 算子描述,统一处

理连续和离散系统的H ∞滤波问题.

2　问题描述
　　D elta (∆) 算子定义为[4 ]

∆ = (q - 1) öT. (1)

其中: T 为采样周期; q为前向移位算子,即 qx ( t) =

x ( t + 1).

D e l t a算子系统的稳定域是在Χ平面上以
( - 1öT , 0) 为圆心, 1öT 为半径的圆盘区域

D (- 1öT , 1öT ). 其中: Χ= (z - 1) öT 为 ∆算子的
变换域变量, z 为 q算子的变换域变量. 显然, ûz û <

1,当且仅当Χ满足R e{Χ} +
T
2

ûΧû 2 < 0,或表示为Χ

∈D (- 1öT , 1öT ).

考虑D elta 算子描述的不确定系统

∆x ( t) = (A + ∃A ) x ( t) + D 1w ( t) ,

y ( t) = (C + ∃C ) x ( t) + D 2w ( t) ,

z ( t) = L x ( t).

(2)

其中: x ( t) ∈R n为系统的状态变量, y ( t) ∈R p 为系

统的测量输出, z ( t) 为待估计的信号,w ( t) 为均值

为零、方差为单位阵的高斯白噪声,A , C ,L ,D 1,D 2

均为适当维数的常值矩阵, ∃A 和 ∃C 为未知的范数

有界不确定性,且有下列形式:

∃A

∃C
=

M 1

M 2

FN . (3)

其中:M 1,M 2 和N 为已知的常值矩阵; F 为不确定

参数矩阵,且满足

F F T ≤ I. (4)

若式 (3) 和 (4) 成立,则不确定性∃A 和∃C称为容许

的.

假设 1　对于所有容许的不确定性 ∃A , 系统

(2) 是稳定的. 即存在矩阵Q > 0,使得

[ I + T (A + ∃A ) ]
Q
T

[ I +

T (A + ∃A ) ]T -
Q
T

< 0.

　　假设 2　系统 (2) 中的矩阵A 是非奇异的.

考虑如下线性滤波器:

∆x
δ( t) = Gx

δ( t) + K y ( t) ,

z
δ( t) = L x

δ( t).
(5)

其中: xδ( t) ∈R n为状态的估计, zδ( t) ∈R m 为 z ( t) 的

估计, G 和 K 是待定的滤波器参数.

定义状态估计误差 e ( t) 和输出估计误差 ez ( t)

分别为

e ( t) = x ( t) - x
δ( t) ,

ez ( t) = z ( t) - z
δ( t).

(6)

则由式 (2) 和 (5) 可得到增广系统的闭环方程

∆x f ( t) = (A f + ∃A f ) x f ( t) + D fw ( t) ,

ez ( t) = C f x f ( t).
(7)

其中

x f ( t) =
x ( t)

e ( t)
, A f =

A 0

A - G - K C G
,

D f =
D 1

D 1 - KD 2

, C f = [ 0　L ],

∃A f = M f FN f , M f =
M 1

M 1 - KM 2

,

N f = [N 　0 ].

由式 (7) 和D elta 算子的定义,有

x f ( t + 1) =

[ I + T (A f + ∃A f ) ]x f ( t) + TD fw ( t). (8)

若增广系统 (7) 稳定,则稳态状态协方差

X = lim
t→∞

X ( t) = lim
t→∞

E [x f ( t) x T
f ( t) ] =

X x x X x e

X T
x e P

, (9)

且满足L yapunov方程

X = [ I + T (A f + ∃A f ) ]X [ I +

T (A f + ∃A f ) ]T + T 2D f D
T
f . (10)

式 (9) 中的 P = lim
t→∞

P ( t) = lim
t→∞

E [e ( t) eT ( t) ],表示

稳态估计误差的方差.

本文的目的是设计滤波器参数G 和 K ,使得对

于所有容许的不确定性 ∃A 和 ∃C ,下列指标同时满

足:

1) 滤波方程 (5) 或增广系统 (7) 是渐近稳定

的,且闭环系统 (7) 的所有极点位于D (a , r) 区域,

并有

Κ(A f + ∃A f ) < D (a , r) ,

ûaû + r < 2öT , r < 1öT.

　　2) 从w ( t) 到ez ( t) 的传递函数T w e (Χ) 的H ∞范

数满足

‖T w e (Χ)‖∞ =

‖C f (ΧI - A f - ∃A f ) - 1D f‖∞ < Χ1.
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其中: Χ1 > 0为给定常数, T w e (Χ) 的H ∞范数定义为

‖T w e (Χ)‖∞ = sup
Χ= (ejΗ- 1) öT

Ρm ax (T w e (Χ) ) =

　　　　　　　　　 sup
w∈L 2

‖z‖2ö‖w ‖2.

式中 Ρm ax (õ) 表示最大奇异值, v ∈L 2 的定义为

‖v ( t)‖2 = [S ∞t= 0v ( t) T v ( t) d t ]1ö2 < ∞.

式中 S ∞t 表示连续时间的R iem ann 积分或离散时间

的R iem ann 求和.

3) 稳态估计误差协方差 P 满足 [P ] ii ≤ Ρ2
i. 其

中: Ρ2
i ( i = 1, 2,⋯, n ) 表示稳态估计误差的方差约

束, [P ] ii 为矩阵 P 的第 i个对角元素.

3　主要结果
　　引理 1[5 ]　设A f ,N f ,Q f , F ,M f 为适当维数的

矩阵, F 满足F F T≤ I , ∃A f = M f FN f. 若存在Ε> 0

和Q f > 0,使得 ΕI - N fQ fN
T
f > 0,则有

(A f + ∃A f )Q f (A f + ∃A f ) T ≤

A f (Q - 1
f - Ε- 1N T

f N f ) - 1A T
f + ΕM fM

T
f .

　　引理 2　设X 和Y 为适当维数的矩阵, Ε> 0为

常数,则有

(X - 1 - Ε- 1Y T Y ) - 1 =

X + X Y T (ΕI - YX Y T ) - 1YX .

　　引理 3[6 ]　矩阵A ∈R n×n的特征根位于图 1所

示圆形区域D (a , r) 内,当且仅当存在正定矩阵Q >

0,满足

( I + TA a) Q
T

( I + TA a) T -
Q
T

< 0,

A a =
A - a I - (1öT ) I

rT
.

图 1　D elta 算子圆形区域D (a , r) 的极点配置

　　定义 1　给定常数 Χ1 > 0,如果存在滤波器和

矩阵Q f > 0,使得对于所有容许的不确定性 ∃A 和

∃C ,增广系统 (7) 满足

( I + TA f r)
Q f

T
( I + TA f r) T -

Q f

T
+

Β( I + TA f c)Q f C
T
f (Χ2

1 I -

T C fQ f C
T
f ) - 1C fQ f ( I + TA f c) T +

ΒD fD
T
f < 0, (11)

和Χ2
1 I - T C fQ f C

T
f > 0,则称D elta算子系统 (2) 是D

稳定的,且有H ∞性能 Χ1. 其中

A f c = A f + ∃A f ,

A f r =
A f c - a I - (1öT ) I

rT
,

Β =
rT + û1 + aT û

r2T 2 > 0.

　　注 1　式 (11) 还可表示为如下形式:

A f rQ f + Q fA
T
f r + TA f rQ fA

T
f r +

Β( I + TA f c)Q f C
T
f (Χ2

1 I -

T C fQ f C
T
f ) - 1C f Q f ( I + TA f c) T +

ΒD fD
T
f < 0.

　　注 2　当不考虑区域极点配置约束,即取D (a ,

r) = D (- 1öT , 1öT ) 时,定义 1 仅涉及H ∞滤波问

题. 在这种情况下,令T = 1,A = TA + I ,本文结果

将退化为离散系统H ∞滤波[7 ]. 令 T = 0,并利用注

1,D elta 算子H ∞滤波即为连续系统的滤波问题[5 ].

定理1　如果D elta算子不确定系统 (2) 是D 稳

定的,且有H ∞指标 Χ1,则存在滤波器参数G 和 K ,

使得对于所有容许的不确定性, 增广系统 (7) 的极

点位于圆形区域D (a , r) 内,且干扰输入w ( t) 到输

出 误 差 ez ( t) 的 传 递 函 数 的 H ∞ 范 数 满 足

‖T w e (Χ)‖∞ < Χ1.

由引理 3和定义 1,类似于文献[ 8 ] 中定理 3. 1

的证明过程即可证得,此略.

引入如下记号:

a1 = 2 + aT - rT , Η= rT Β ,

Q
�

2 =
Q 2

T
+ Η2Q 2L

T (Χ2
1 I - TL Q 2L

T ) - 1L Q 2,

R 1 = [
Q 1

T
+ Q 1N

T (ΕI - TN Q 1N
T ) - 1 ×

　 　N Q 1 ]T ( I + TA - a1 I ) T ,

R 2 = R - 1
1 T (Q - 1

1 - Ε- 1TN TN ) - 1 (R - 1
1 ) T ,

R 11 = ΕM 1M
T
1 + Η2D 1D

T
1 ,

R 12 = ΕM 1M
T
2 + Η2D 1D

T
2 ,

R 22 = ΕM 2M
T
2 + Η2D 2D

T
2 ,

Aϖ = A + R 11R
- 1
1 , Cθ = C + R T

12R
- 1
1 ,

R = T CθTQ
�T

2CθT + R T
12R 2R 12 + R 22,

( = [ ( I + TAϖ)Q
�

2 - a1
Q 2

T ]T CθT +

　　R 11R 2R 12 + R 12.

　　定理 2　假定D elta算子系统 (2) 是稳定的,如

果存在常数Ε> 0和Χ1 > 0,使得下列两个R iccat i不

等式:
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　 ( I + TA - a1 I )
Q 1

T
( I + TA - a1 I ) T -

r2T 2 Q 1

T
+ ( I + TA - a1 I )Q 1N

T (ΕI -

TN Q 1N
T ) - 1N Q 1 ( I + TA - a1 I ) T + R 11 < 0;

(12)

[ ( I + TAϖ)Q
�

2 - a1
Q 2

T ]Q�- 1
2 [ ( I + TAϖ)Q

�
2 -

a1
Q 2

T ]
T

+ (a2
1 - r2T 2)

Q 2

T
- a2

1
Q 2

T
Q
�- 1

2
Q 2

T
-

( R - 1( T + R 11R 2R
T
11 + R 11 < 0. (13)

分别有正定解Q 1 > 0和Q 2 > 0,且满足

ΕI - TN Q 1N
T > 0, Χ2

1 I - TL Q 2L
T > 0. (14)

则由 K = ( R - 1和G = Aϖ - K Cθ定义的滤波器 (5) ,

将使对于容许的不确定性 ∃A 和 ∃C ,有:

1) 增广系统 (7) 是D 稳定的,即 Κ(A f + ∃A f )

< D (a , r) ;

2) 稳态误差协方差 P 存在且满足 P ≤Q 2;

3) ‖T w e (Χ)‖∞ < Χ1.

证明　令

N f 1 = TN f , ∃A f 1 = T ∃A f , N 1 = TN ,

Q f 1 =
Q f

T
, Q f =

Q 1 0

0 Q 2

.

则式 (11) 可改写为

[ ( I + TA f c)M - a1Q f 1 ]M - 1 [ ( I +

TA f c)M - a1Q f 1 ]T + W < 0.

其中

M = Q f 1 + Η2Q f C
T
f [Χ2

1 I - T C fQ f C
T
f ]- 1C fQ f ,

W = (a2
1 - r2T 2)Q f 1 + Η2D f D

T
f -

　　　a2
1Q f 1M

- 1Q f 1 < 0.

根据定义 1 和引理 1, 增广系统 (7) 具有D 稳定和

H ∞性能的充分条件为

[ ( I + TA f c)M - a1Q f 1 ]M - 1 [ ( I +

TA f c)M - a1Q f 1 ]T + W ≤

8 =
8 11 8 12

8 T
12 8 22

< 0. (15)

其中

8 11 =

( I + TA - a1 I ) [
Q 1

T
+ Q 1N

T (ΕI -

TN Q 1N
T ) - 1N Q 1 ] ( I + TA - a1 I ) T -

r2T 2 Q 1

T
+ ΕM 1M

T
1 + Η2D 1D

T
1 , (16)

8 12 =

(A - G - K C ) [Q - 1
1 - Ε- 1TN TN ]- 1 ( I +

TA - a1 I ) T + ΕM 1 (M 1 - KM 2) T +

Η2D 1 (D 1 - KD 2) T , (17)

8 22 =

[ ( I + T G )Q
�

2 - a1
Q 2

T ]Q�- 1
2 [ ( I +

T G )Q
�

2 - a1
Q 2

T ] + (A - G - K C ) T ×

[Q - 1
1 - Ε- 1TN TN ]- 1 (A - G - K C ) T +

Ε(M 1 - KM 2) (M 1 - KM 2) T +

Η2 (D 1 - KD 2) (D 1 - KD 2) T +

(a2
1 - r2T 2)

Q 2

T
- a2

1
Q 2

T
Q�- 1

2
Q 2

T
. (18)

式 (15) 的充分条件是 8 12 = 0, 8 11 < 0, 8 22 < 0. 令

8 12 = 0,则有

G = A - K C + R 11R
- 1
1 - K TR 12R

- 1
1 =

Aϖ - K Cθ. (19)

将式 (19) 代入式 (18) ,得

8 22 =

[ ( I + T G )Q
�

2 - a1
Q 2

T ]Q�- 1
2 [ ( I +

T G )Q
�

2 - a1
Q 2

T ] + (a2
1 - r2T 2)

Q 2

T
-

a2
1

Q 2

T
Q
�- 1

2
Q 2

T
- ( R - 1( T + R 11R 2R

T
11 +

R 11 + (K - ( R - 1)R (K - ( R - 1) T. (20)

若 K = ( R - 1,则条件 8 22 < 0可写为式 (13). 在式

(16) 中利用引理 2, 8 11 < 0的条件即为式 (12).

下面考虑由式 (9) 定义的稳态误差的方差, 经

过适当推导可得

[ I + T (A f + ∃A f ) ] (Q f - X ) [ I +

T (A f + ∃A f ) ]T - (Q f - X ) < 0. (21)

由于A f + ∃A f 渐近稳定,由式 (21) 得Q f - X > 0,

则有

Q 2 - P = [ 0　I n ] (Q f - X ) [ 0　I n ]T > 0.

因此,在 Ρ2
i ≥ [Q 2 ] ii ( i = 1, 2,⋯, n ) 的假设下,可得

出 var[ei ] = [P ] ii < [Q 2 ] ii ≤ Ρ2
i. □

注 3　定理 2给出了D elta 算子系统的多目标

鲁棒H ∞ 滤波问题可解的充分条件. 求解顺序是先

由式 (12) 解出Q 1,再由式 (13) 解出Q 2.

4　结　　论
　　本文研究D elta 算子描述的不确定系统在区域

极点约束和误差方差约束下的H ∞滤波问题,根据

代数矩阵不等式方法,提出了满足多指标约束的滤
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波器的存在条件和显式表达式. 所得结果可将连续

系统和离散系统H ∞滤波的有关结果统一到D elta

算子框架.
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