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基于后推设计的直接自适应模糊控制
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摘　要: 针对一类严格反馈不确定非线性动态系统,提出一种直接鲁棒自适应模糊控制新方案. 利用模糊系统的逼

近能力、后推设计方法和积分型李亚普诺夫函数,依次确定各虚拟控制及模糊系统中可调参数的自适应律,并最终确

定出控制律. 为改善控制系统的性能,引入逼近误差的自适应补偿项. 通过李亚普诺夫方法,证明了闭环系统是一致

终结有界的. 仿真结果表明了该方法的有效性.
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Abstract: A novel schem e of direct robust adap tive fuzzy con tro l fo r a class of strict2feedback uncerta in non linear

system s is p ropo sed. By utilizing the app rox im ation capab ility of fuzzy system s, back stepp ing techn ique and

L yapunov function of in tegral type, each virtual con tro l and the adap tat ion law of the adjustab le param eters in the

fuzzy system s are determ ined in tu rn. F inally, the con tro l law is determ ined. T he adap tive compensation term of the

app rox im ation erro r is in troduced to imp rove the con tro l perfo rm ance of the clo sed2loop system. By L yapunov

m ethod, the clo sed2loop con tro l system is show n to be un ifo rm ly u lt im ately bounded. Sim ulation resu lts illustra te

the effectiveness of the p ropo sed app roach.
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1　引　　言
　　近年来,基于普适估计器的不确定非线性动态

系统自适应控制已成为控制理论研究的热点之一,

并取得了一些研究结果[1～ 8 ]. 其主要思想是利用模

糊系统、神经网络等逼近系统的不确定性,基于李亚

普诺夫方法确定模糊系统或神经网络中可调参数的

自适应律,结合鲁棒控制、滑模控制及后推设计方法

来保证控制系统的稳定性. 文献 [ 1～ 4 ]主要讨论一

类非线性规范型的自适应控制问题. 文献[ 5, 6 ]利用

后推技术,针对一类严格反馈非线性系统及多层神

经网络,分别提出了直接自适应神经网络控制策略.

文献[ 5 ]中控制策略计算量较大,而文献 [ 6 ]中控制

结构虽然简单,但需要虚拟控制增益的导数上界已

知.

本文基于后推设计方法和修改的积分型李亚普

诺夫函数,并利用模糊系统的逼近能力,提出一种鲁

棒自适应模糊控制器设计的新方案. 利用李亚普诺

夫方法,证明闭环控制系统是一致终结有界的,跟踪

误差收敛到一个小的残差集内. 与已有研究结果相

比,本文提出的控制方案具有以下特点: 1)虚拟控制
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及控制律结构简单; 2)反馈增益为常数,避免了虚拟

控制和控制律中所需的函数积分计算; 3)引进逼近

误差补偿项,进一步改善了控制系统的性能; 4)无需

虚拟控制增益的导数上界已知的假设.

2　问题描述及基本假设
　　考虑如下一类严格反馈非线性系统:

xαi = f i (x 1,⋯, x i) + g i (x 1,⋯, x i) x i+ 1,

　 　 i = 1,⋯, n - 1;

xαn = f n (x 1,⋯, x n) + g n (x 1,⋯, x n) u;

y = x 1.

(1)

其中: xθn = (x 1,⋯, x n) T ∈ R n 是状态向量; f 1 (x 1) ,

f 2 (xθ2) , ⋯, f n (xθn) 和 g 1 (x 1) , g 2 (xθ2) ,⋯, g n (xθn) 是

未知连续函数, xθ i = (x 1,⋯, x i) T , i = 1,⋯, n; u是控

制输入, y 是系统输出.

控制目标要求系统输出 y 尽可能好地跟踪一个

指定的期望轨迹 y d. 因此, 问题是设计一个控制律

u ,使得闭环系统一致终结有界, 跟踪误差收敛到一

个小的残差集内. 定义跟踪误差 z 1 = y - y d = x 1 -

y d.

假设 1　存在正常数 g i0 和 g i1,使得 0 < g i0 ≤

g i (xθ i) ≤ g i1, Π xθ i∈R i, i = 1,⋯, n ,且 g i (xθ i) (Π t≥

0) 是可微的.

假设2　期望的轨迹向量x id是连续的,且x id∈

8 id < R i+ 1, i = 1,⋯, n. 其中: x id = (y d , yαd ,⋯,

y
( i)
d ) T , 8 id 是已知的有界闭集.

模糊系统不但能利用传感器测得的数字信息,

而且能利用专家的语言信息, 这一点是其他普适估

计器无法做到的. 因此,本文采用具有线性可调参数

的第 1类模糊系统逼近未知连续函数. 具有M 条模

糊规则的模糊系统为

R l: If x 1 is A l
1, x 2 is A l

2,⋯, x n is A l
n ,

　 T hen y is B l, l = 1,⋯,M .

若采用单点模糊化、乘积推理和重心清晰化方法,则

上述模糊系统的输出可表示为

y =
∑

M

l= 1

y l ∏
3

i= 1

ΛA l
i
(x i)

∑
M

l= 1
∏

n

i= 1
ΛA l

i
(x i)

= ΗT Ν(x ). (2)

其中: x = (x 1,⋯, x n) T , Η= (y l,⋯, yM ) T , Ν(x ) =

(p 1 (x ) ,⋯, pM (x ) ) T ,且

p l (x ) =
∏

n

i= 1
ΛA l

i
(x i)

∑
M

l= 1
∏

n

i= 1
ΛA l

i
(x i)

, l = 1,⋯,M .

称为模糊基函数,模糊集A l
i的隶属度函数为ΛA l

i
(x i)

= exp -
x i - a l

i

bl
i

2

, y l 是正规模糊集的峰值,即

ΛB l (y l) = 1. 根据文献 [ 1 ], 上述模糊系统可作为普

适估计器.

假设 3　对于给定的连续函数 h (x ) 及有界闭

区域 8 x ,存在理想的可调参数向量 Η3 及正常数 Ε3 ,

使得

ûΗ3 T Ν(x ) - h (x ) û ≤ Ε3 , Π x ∈ 8 x.

3　自适应模糊控制器的设计
　　采用后推方法设计自适应模糊控制器,其步骤

如下:

第 1 步 ( i = 1)　 针对方程 xα1 = f (x 1) +

g 1 (x 1) x 2,将x 2看作虚拟控制输入,可设计Α1去稳定

子系统 zα1 = f 1 (x 1) + g 1 (x 1) x 2 - yαd. 引入误差 z 2 =

x 2 - Α1,并令

h 1 (zλ1) =
f 1 (x 1)
g 1 (x 1) + Ω1 (z 1).

其中

Ω1 (zλ1) = -
yαd

z 1∫
z 1

0

1
g 1 (Ρ + y d ) dΡ,

zλ1 = (x 1, y d , yαd ) T ∈R 3.

定义积分型李亚普诺夫函数

V z 1 =∫
z 1

0

Ρ
g 1 (Ρ + y d ) dΡ.

由积分中值定理知, ϖ Κ1 ∈ (0, 1) , 使得 V z 1 =

z 2
1

2g 1 (Κ1z 1 + y d ). 因为 0 < g 10 ≤ g 1 (xθ1) ≤ g 11,所以

z 2
1

2g 11
≤V z 1≤

z 2
1

2g 10
,故V z 1是关于变量 z 1的非负函数.

将V z 1对时间 t求导,运用复合函数的求导规则及分

部积分法,得

V
õ

z 1 =

z 1

g 1 (x 1) zα1 +∫
z 1

0
Ρ 5g - 1

1 (Ρ + y d )
5y d

yαd dΡ =

z 1

g 1 (x 1) zα1 + yαd
z 1

g 1 (x 1) -∫
z 1

0

1
g 1 (Ρ + y d ) dΡ =

z 1 [x 2 + h 1 (zλ1) ] = z 1 [z 2 + Α1 + h 1 (zλ1) ]. (3)

取虚拟控制Α1 = - k 1z 1 - h
δ(zλ1ûΗδT

1 ) ,其中: k 1 > 0是

设计常数, h
δ(zλ1ûΗδT

1 ) = ΗδT
1 Ν1 (zλ1) 是模糊系统在有界

闭集 8 zλ1 上对 h 1 (zλ1) 的逼近, Ηδ1 是理想参数向量 Η3
1

在 t时刻的估计值. 令h 1 (zλ1) = Η3 T
1 Ν1 (zλ1) + Ε1 (zλ1) ,

则 ûΕ1 (zλ1) û ≤ Ε3
1 , Π zλ1 ∈ 8 zλ1. 于是式 (3) 可化为

　V
õ

z 1 = z 1 [z 2 - k 1z 1 - Η
～

T
1 Ν1 (zλ1) + Ε1 (zλ1) ]. 　

(4)
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其中 Η
～

1 = Ηδ1 - Η3
1 .

考虑如下李亚普诺夫函数:

V 1 = V z 1 +
1
2

Η
～

T
1 # - 1

1 Η
～

1.

取自适应律

Ηδ
õ

1 = # 1 [z 1Ν1 (zλ1) - Ρ1Ηδ1 ]. (5)

其中: # 1 > 0为正定常矩阵, Ρ1 > 0为设计常数. 将

V 1 对时间 t求导,得

V
õ

1 =

z 1 [z 2 - k 1z 1 + Ε1 (zλ1) ] - Ρ1 Η
～

T
1 Η

^

1 ≤

- k 1z 2
1 + z 1z 2 + ûz 1ûΕ3

1 - Ρ1 Η
～

T
1 Η

^

1. (6)

　　第 i步 (2≤ i≤ n - 1)　z i = x i - Αi- 1的导数

zαi = f i (xθ i) + g i (xθ i) x i+ 1 - Ααi- 1. 将 x i+ 1作为虚拟控

制输入, 可设计 Αi 去稳定 (z 1,⋯, z i) 子系统. 定义

z i+ 1 = x i+ 1 - Αi,则

h i (zλi) =
f i (xθ i)
g i (x i)

+ Ωi (zλi). (7)

其中

Ωi (zλi) =

1
z i∫

z i

0
Ρ 5g - 1

i (xθ i- 1, Ρ + Αi- 1)
5xθT

i- 1
xθ
õ

i- 1dΡ -

Ααi- 1

z i∫
z i

0

1
g i (xθ i- 1, Ρ + Αi- 1) dΡ. (8)

式中

zλi = (xθT
i , Αi- 1, 5Αi- 1ö5x 1,⋯, 5Αi- 1ö

　 　5x i- 1, Ξi- 1) T ∈ 8 zλi
< R 2i+ 1,

Ξi- 1 =
5Αi- 1

5x T
( i- 1) d

xα( i- 1) d + ∑
i- 1

k= 1

5Αi- 1

5ΗδT
k

Ηδ
õ

k .

定义积分型李亚普诺夫函数

V z i =∫
z i

0

Ρ
g i (xθ i- 1, Ρ + Αi- 1) dΡ. (9)

由积分中值定理知, ϖ Κi ∈ (0, 1) , 使得 V z i =

z 2
i

2g i (xθ i- 1, Κiz i + Αi- 1). 因为 0 < g i0 ≤ g i (xθ i) ≤ g i1,

Π xθ i∈R i, i = 1,⋯, n ,所以
z 2

i

2g i1
≤V z i≤

z 2
i

2g i0
,故V z i

是关于变量 z i 的非负函数. 运用复合函数的求导规

则及分部积分法,得

V
õ

z i = z i [z i+ 1 + Αi + h i (zλi) ]. (10)

取虚拟控制

Αi = - z i- 1 - k iz i - h
δ

i (zλiûΗδT
i ). (11)

其中: k i > 0是设计常数, h
δ

i (zλiûΗδT
i ) = ΗδT

i Νi (zλi) 是模

糊系统在有界闭集 8 zλi
上对 h i (zλi) 的逼近, Ηδi是理想

参数向量 Η3
i 在 t 时刻的估计值. 令 h i (zλi) =

Η3 T
i Νi (zλi) + Εi (zλi) ,则 ûΕi (zλi) û≤Ε3

i , Π zλi∈ 8 zλi
. 于是

式 (10) 可化为

V
õ

z i = z i [z i+ 1 - z i- 1 - k iz i -

Η
～

T
i Νi (zλi) + Εi (zλi) ], (12)

其中 Η
～

i = Ηδi - Η3
i .

考虑如下李亚普诺夫函数:

V i = V i- 1 + V z i +
1
2

Η
～

T
i # - 1

i Η
～

i.

取自适应律

Ηδ
õ

i = # i [z iΝi (zλi) - ΡiΗδi ]. (13)

其中: # i > 0为正定常矩阵, Ρi > 0为设计常数. 将V i

对时间 t求导,得

V
õ

i ≤- ∑
i

j= 1
k j z

2
j + z iz i+ 1 +

∑
i

j= 1
ûz j ûΕ3

j - ∑
i

j= 1
Ρj Η
～

T
j Ηδj. (14)

　　第 n步　z n = x n - Αn- 1的导数 zαn = f n (xθn) +

g n (xθn) u - Ααn- 1. 可设计 u去稳定 (z 1,⋯, z n) 子系统.

定义积分型李亚普诺夫函数

V z n =∫
z n

0

Ρ
g n (xθn- 1, Ρ + Ρn- 1) dΡ. (15)

类似于第 i步的讨论,可知V z n是关于变量 z n的非负

函数,且

V
õ

z n = z n [u + hn (zλn) ]. (16)

其中 hn (zλn) 由式 (7) 和式 (8) 确定 ( i = n).

采用如下控制律:

u = - z n- 1 - k nz n -

h
δ

n (zλnûΗδT
n ) - Εδn sgn (z n). (17)

其中: k n > 0是设计常数, h
δ

n (zλnûΗδT
n ) = ΗδT

n Νn (zλn) 是模

糊系统在有界闭集 8 zλn
上对h n (zλn) 的逼近, Ηδn是理想

参数向量 Η3
n 在 t 时刻的估计值. 令 h n (zλn) =

Η3 T
n Νn (zλn) + Εn (zλn) ,则 ûΕn (zλn) û ≤ Ε3

n , Π zλn ∈ 8 zλn
, Εδn

是 Ε3
n 在 t时刻的估计值. 故式 (16) 可化为

V
õ

z n = z n [ - z n- 1 - k nz n -

Η
～

T
n Νn (zλn) - Εδn sgn (z n) + Εn (zλn) ],　 (18)

其中 Η
～

n = Ηδn - Η3
n .

考虑如下李亚普诺夫函数:

V n = V n- 1 + V z n +
1
2

Η
～

T
n # - 1

n Η
～

n +

1
2Γ(Εδn - Ε3

n ) 2.
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自适应律为

Ηδ
õ

n = # n [z nΝn (zλn) - ΡnΗδn ],

Εδ
õ

n = Γ[ ûz nû - ΡΕδn ].
(19)

其中: # n > 0为正定常矩阵, Ρn > 0, Γ> 0, Ρ > 0均

为设计常数, Εδn 是 Ε3
n 在 t时刻的估计值. 则

V
õ

n ≤- ∑
n

j= 1
k jz

2
j + ∑

n- 1

j= 1
ûz j ûΕ3

j -

∑
n

j= 1

Ρj Η
～

T
j Ηδj - ΡΕυnΕδn , (20)

其中 Ευn = Εδn - Ε3
n .

现提出如下稳定性定理:

定理 1　考虑严格反馈系统 (1) ,其控制律由式
(17) 确定,自适应律由式 (5) , (13) 和 (19) 确定, 并

满足假设 1～ 假设 3. 则对任意有界初始条件,有如

下结论:

1) 闭环控制系统中所有信号有界,且向量 zλi属

于下述有界闭集:

8 zλi
= {zλi ∑

n

j= 1
z 2

j ≤ c0,∑
n

j= 1
û Η
～

j û 2 ≤ c1,

　‖Ευn‖≤ c2, x id ∈ 8 jd }. (21)

　　2) 下列不等式成立:

∑
n

j= 1
z 2

j ≤ 2gm ax [V n (0) exp (- Κ0 t) + Χ]. 　 (22)

　　3) 存在 T > 0,使得 ûz 1û < Ε, Π t≥ T. 其中

c0 = 2gm ax [V n (0) + Χ],

c1 =
2[V n (0) + Χ]
m in
1≤j≤n

Κm in (# - 1
j ) ,

c2 = 2Γ[V n (0) + Χ],

gm ax = m ax
1≤j≤n

g j 1 > 0.

Ε> 2gm axΧ为一正常数, Κm in (# - 1
j ) 表示矩阵# - 1

j 的

最小特征值.

证明　1) 取李亚普诺夫函数

V n = ∑
n

j = 1
V z j +

1
2∑

n

j= 1
Η
～

T
j # - 1

j Η
～

j +
1
2ΓΕυ2

n. (23)

易知

- Ρj Η
～

T
j Ηδj = - Ρj Η

～
T
j (Η
～

j + Η3
j ) ≤

-
Ρj‖Η
～

j‖2

2
+

Ρj‖Η3
j ‖2

2
. (24)

将上式代入式 (20) ,得

V
õ

n ≤　　　　　　　　　　　　

-
1
2∑

n

j= 1

k j z
2
j - ∑

n

j = 1

Ρj‖Η
～

j‖2

2
+

∑
n

j = 1

Ρj‖Η3
j ‖2

2
-

ΡΕυ2
n

2
+ ∑

n- 1

j= 1

Ε3 2
j

2k j
+

ΡΕ3 2
n

2
. 　(25)

令 Κ0 = m in{k 1g 10ö2,⋯, k ng n0ö2, Ρ1öΚm ax (# - 1
1 ) ,⋯,

ΡnöΚm ax (# - 1
n ) , ΡΓ},并假设设计常数

Λ = ∑
n

j= 1

Ρj‖Η3
j ‖2

2
+ ∑

n- 1

j= 1

Ε3 2
j

2k j
+

ΡΕ3 2
n

2
,

式中 Κm ax (# - 1
j ) 表示矩阵 # - 1

j 的最大特征值. 所以

V
õ

n ≤- Κ0∑
n

j = 1
V z j +

Η
～

T
j # - 1

j Η
～

j

2
-

Κ0Ευ2
n

2Γ + Λ = - Κ0V n + Λ. (26)

取 Χ= ΛöΚ0,则

V n ( t) ≤ (V n (0) - Χ) exp (- Κ0 t) + Χ. 　 (27)

由上式易知结论 1) 成立.

2) 由式 (23) 和 (27) 得

∑
n

j= 1
z 2

j ö2gm ax ≤V n ≤

(V n (0) - Χ) exp (- Κ0 t) + Χ. (28)

所以结论 2) 成立.

3) 由式 (28) 易知, 对于给定的正常数 Ε >

2gm axΧ,一定存在 T > 0,使得 ûz 1û < Ε, Π t≥ T.

□

4　仿真结果
　　考虑如下非线性系统:

xα1 = x 1e- 0. 5x 1 + (1 + x 2
1) x 2,

xα2 = x 1x 2
2 + (3 + co s (x 1x 2) ) u ,

y = x 1.

控制目标是使输出 y 跟踪指定信号

y d = 0. 5[ sin ( t) + sin (0. 5t) ].

　　采用控制律

u = - z 1 - k 2z 2 - ΗδT
2 Ν2 (zλ2) - Εδ2 sgn (z 2).

其中

z 1 = x 1 - y d , z 2 = x 2 - Α1,

zλ2 = (x 1, x 2, Α1, 5Α1ö5x 1, Ξ1) T =

(z 21, z 22,⋯, z 25) T ,

Α1 = - k 1z 1 - ΗδT
1 Ν1 (zλ1) ,

zλ1 = (x 1, y d , yαd ) T = (z 11, z 12, z 13) T ,

Ξ1 =
5Α1

5y d
yαd +

5Α1

5yαd
yβd +

5Α1

5ΗδT
1
Ηδ
õ

1.

Ηδ1, Ηδ2 和 Εδ2 的自适应律分别由式 (5) 和 (19) 确定. 模

糊系统中的隶属度函数分别为

ΛA l
1i

(z 1i) = exp -
(z 1i - 3 + l) 2
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ΛA l
2k

(z 2k ) = exp -
(z 2k - 3 + l) 2

4
,

i = 1, 2, 3, k , l = 1,⋯, 5.

k 1 = 5, k 2 = 2, Ρ1 = Ρ2 = 0. 2, Ρ = 0. 1, # 1 = # 2 =

d iag ( 10, 10) , x 1 ( 0) = 0, x 2 ( 0) = - 0. 2, Εδ2 ( 0) =

0. 3. Ηδ1 (0) 在[ - 1, 1 ]内随机选取, Ηδ2 (0) 在 [ - 2, 2 ]

内随机选取. 仿真结果如图1所示,图1 (a) 中实线表

示 y d ,虚线表示 y.

(a)　系统输出 y 和跟踪曲线 y d

(b)　控制信号 u

图 1　系统输出、跟踪曲线及控制信号

5　结　　论
　　本文讨论一类严格反馈非线性系统的自适应模

糊控制问题. 基于修改的积分型李亚普诺夫函数及

模糊系统的逼近性质,并利用后推设计方法,提出一

种自适应模糊控制新策略. 根据李亚普诺夫方法,确

定了模糊系统中可调参数和逼近误差的自适应律.

理论分析证明了跟踪误差收敛到一个小的残差集

内,并且跟踪精度可通过设计参数来调节.
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