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非线性奇异系统非交互控制的反馈实现
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摘　要: 研究非线性奇异系统的非交互控制的反馈实现问题. 首先给出了非线性奇异系统的向量相对阶与其非交互

控制实现的关系; 然后对正则非线性奇异系统的反馈控制系统的非交互控制的实现问题,给出了一种可使系统实现

非交互控制的反馈律的构造方法.
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Abstract: T he feedback realizat ion p rob lem of non2in teracting con tro l is studied fo r non linear singu lar system s. T he

rela t ion betw een vecto r rela t ive degree and non2in teracting con tro l is discussed. Fo r feedback con tro l system s of
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1　引　　言
　　自 20 世纪 70 年代以来,奇异系统 (广义系统、

微分代数系统)的研究受到众多学者的关注. 人们已

发现许多实际系统,如经济系统、机器人系统、电力

系统、化工过程等都是奇异系统[1～ 4 ]. 围绕线性定常

奇异系统,已形成了与线性系统理论相平行的理论

体系,包括可解性、稳定性、能控性、能观性、观测器

设计、解耦控制等[5, 6 ]. 线性时变奇异系统的研究取

得了相当的成就[7 ] ,但非线性奇异系统的研究则进

展缓慢,只是在系统的可解性及数值解等方面做些

工作. 近 10 年来,在非线性系统微分几何理论的推

动下,非线性奇异系统的研究取得了一定的进展,主

要包括完全线性化、输入输出解耦、干扰解耦、输出

跟踪、稳定性等[8～ 10 ].

对于控制系统,输出与输入的联系是实现控制

的基础. 但如果输出与输入的联系过于复杂,也会影

响系统的控制,使得一些输出与输入的关系不清楚,

系统的控制难以实现. 因此,简化系统输出与输入的

关系是控制理论研究的一个重要问题,典型的方法

是输出输入解耦问题. 对于非线性系统,输入输出解

耦问题的研究比较完善,特别是与系统的相对阶概

念相联系,形成了输出输入解耦的典型方法. 对于非

线性奇异系统,由于其结构的特殊性,使得该问题的

研究受到一些限制,理论与方法还不够完备,特别是
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相对阶的概念与非线性奇异系统解耦问题的联系需

要进一步揭示.

本文首先阐述了非线性奇异系统通过反馈实现

非交互控制的概念; 然后研究了非线性奇异系统的

向量相对阶与系统可通过反馈实现非交互控制的联

系,并给出了非线性奇异系统向量相对阶的反馈不

变性; 最后提出了可通过反馈实现非交互控制的正

则非线性奇异系统的非交互控制的具体实现方法.

2　问题描述与定义
　　对于非线性系统

xα= f (x ) + g (x ) u , y = h (x ) , (1)

设系统的平衡点为 x 0 = 0. 考虑一个正则状态反馈

u = Α(x ) + Β(x ) v , (2)

满足 Α(0) = 0, Β(x ) 非奇异. 对系统 (1) 施加反馈

(2) ,得

xα= f (x ) + g (x ) Α(x ) + g (x ) Β(x ) v ,

y = h (x ).

　 (3)

　　定义 1　对于非线性系统 (1) ,如果存在正则状

态反馈 (2) ,使得系统 (3) 满足:

1) 微分方程系统

xα= f (x ) + g (x ) Α(x ) ,

在平衡点 x 0 = 0处渐近稳定;

2) 闭环系统

xα= f (x ) + g (x ) Α(x ) + g (x ) Β(x ) v ,

y = h (x ) ,

在 x 0 = 0处具有向量相对阶,且每一个输出 y i (1≤

i≤m ) 仅受输入v i的影响,而不受v j ( j≠ i) 的影响.

则称系统 (1) 可通过状态反馈实现输入输出解耦,

或称系统可实现非交互控制.

考虑非线性奇异控制系统

xα= f 1 (x ) + p 1 (x ) z + g 1 (x ) u ,

0 = f 2 (x ) + p 2 (x ) z + g 2 (x ) u ,

y = h (x ).

(4)

其中: x ∈R n 为可微分的变量, z ∈R s为代数变量,

u ∈ R m 为输入变量, y ∈ R m 为输出变量, f 1 (x ) ,

f 2 (x ) 和h (x ) 分别为n维、s维和m 维光滑的向量函

数, p i (x ) 和 g i (x ) ( i = 1, 2) 为有适当维数的矩阵值

函数. 对于非线性奇异系统,考虑状态反馈

u = Α(x ) + Β(x ) v + Χ(x ) z , (5)

其中 Β(x ) 为邻域U 内的非奇异矩阵. 对系统 (4) 施

加反馈 (5) , 得

xα= f 1 (x ) + g 1 (x ) Α(x ) + [p 1 (x ) +

　　g 1 (x ) Χ(x ) ]z + g 1 (x ) Β(x ) v ,

0 = f 2 (x ) + g 2 (x ) Α(x ) + [p 2 (x ) +

　　g 2 (x ) Χ(x ) ]z + g 2 (x ) Β(x ) v ,

y = h (x ). (6)

　　定义 2　对于系统 (4) ,如果存在状态反馈 (5) ,

使得闭环系统 (6) 可实现非交互控制,则称系统 (4)

可通过状态反馈实现非交互控制, 或称系统 (4) 的

非交互控制问题可解.

3　非线性奇异系统的非交互控制可解条件
　　 根据文献 [ 8 ], 对于正则非线性奇异系统

( [p 2 (x )　g 2 (x ) ] 行满秩) , 如果存在向量相对阶

(Θ1,⋯, Θm ) ,即

L g 1L
k
f 1h i (x ) = 0,L p 1L

k
f 1h i (x ) = 0,

k = 0,⋯, Θi - 2, i = 1,⋯,m , (7)

且矩阵

p 2 (x ) g 2 (x )

L p 1L
Θ1- 1
f 1 h 1 (x ) L g 1L

Θ1- 1
f 1 h 1 (x )

� �
L p 1L

Θm - 1
f 1 hm (x ) L g 1L

Θm - 1
f 1 hm (x )

(8)

在 x 0 处非奇异,则该系统可通过状态反馈实现非交

互控制.

如果系统 (4) 正则,即存在矩阵 Χ(x ) 使得矩阵

[p 2 (x )　g 2 (x ) Χ(x ) ]非奇异, 则从式 (6) 的第 2 个

方程能唯一解出 z ,即

z = - [p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1 [ f 2 (x ) +

g 2 (x ) Α(x ) + g 2 (x ) Β(x ) ]. (9)

将式 (9) 代入 (6) 的第 1个方程,得

xα= f (x ) + g (x ) Α(x ) + g (x ) Β(x ) v ,

y = h (x ).

　 (10)

其中

f (x ) = f 1 (x ) - [p 1 (x ) + g 1 (x ) Χ(x ) ] ×

　 　 　[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1f 2 (x ) ,

g (x ) = g 1 (x ) - [p 1 (x ) + g 1 (x ) Χ(x ) ] ×

　 　 　[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1g 2 (x ).

(11)

记 xα= f (x ) + g (x )w , y = h (x ) ; (12)

w = Α(x ) + Β(x ) v. (13)

　　定理 1　如果系统 (4) 具有向量相对阶 (Θ1,⋯,

Θm ) ,则系统 (12) 也具有向量相对阶 (Θ1,⋯, Θm ).

证明　由于系统 (4) 具有向量相对阶 (Θ1,⋯,

Θm ) , 则式 (7) 成立且矩阵 (8) 在 x 0 处非奇异. 由式

(11) 确定的 f (x ) 和 g (x ) 的结构,可得
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L gL
k
f h i (x ) = 0,

k = 0,⋯, Θi - 2, i = 1,⋯,m ,

且有

L gL
Θi- 1
f h i (x ) =

L g 1L
Θi- 1
f 1 h i (x ) - [L p 1L

Θi- 1
f 1 h i (x ) +

L g 1L
Θi- 1
f 1 h i (x ) Χ(x ) ] [p 2 (x ) +

g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1g 2 (x ). (14)

　　下面证明矩阵

A
� (x ) =

L gL
Θ1- 1
f h 1 (x )

�
L gL

Θm - 1
f hm (x )

(15)

在 x 0 处非奇异. 根据式 (14) 的结构,可得

A� (x ) = A (x ) - [B (x ) + A (x ) Χ(x ) ] ×

[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1g 2 (x ).

其中

A (x ) =

L g 1L
Θ1- 1
f 1 h 1 (x )

�
L g 1L

Θm - 1
f 1 hm (x )

,

B (x ) =

L p 1L
Θ1- 1
f 1 h 1 (x )

�
L g 1L

Θm - 1
f 1 hm (x )

.

由于

R ank
p 2 (x ) g 2 (x )

B (x ) A (x )
=

R ank
p 2 (x ) g 2 (x )

B (x ) A (x )

I 0

Χ(x ) I
×

I - [p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1g 2 (x )

0 I
=

R ank

p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) 0

B (x ) + A (x ) Χ(x )

A (x ) - [B (x ) +

A (x ) Χ(x ) ] [p 2 (x ) +

g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1g 2 (x )

=

R ank
p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) 0

B (x ) + A (x ) Χ(x ) A
� (x )

.

由矩阵 (8) 和[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]的非奇异性,得

矩阵A� (x ) 在 x 0 处非奇异. 这说明系统 (12) 也具有

向量相对阶 (Θ1,⋯, Θm ). □

定理 1 说明, 当系统 (4) 具有向量相对阶 (Θ1,

⋯, Θm ) 时,对于任何状态反馈

u = Α(x ) + Β(x ) v + Χ(x ) z ,

只要矩阵[p 2 (x )　g 2 (x ) Χ(x ) ] 非奇异,则系统 (12)

也具有向量相对阶 (Θ1,⋯, Θm ) , 因此系统 (12) 可通

过状态反馈实现非交互控制. 下面的定理在一定程

度上给出了这一问题的反问题的解答.

定理 2　对于正则非线性奇异系统 (4) ,如果存

在形如式 (5) 的状态反馈, 使得系统 (12) 具有向量

相对阶 (Θ1,⋯Θm ) , 则存在状态反馈使得原系统 (4)

实现非交互控制, 或称原系统 (4) 的非交互控制问

题可解.

证明　由于系统 (12) 具有向量相对阶 (Θ1,⋯,

Θm ) ,即

L gL
k
f h i (x ) = 0,

k = 0,⋯, Θi - 2, i = 1,⋯,m ,

且

A
� (x ) =

L gL
Θ1- 1
f h 1 (x )

�
L gL

Θm - 1
f hm (x )

在 x 0 处非奇异. 因为

L g h i (x ) =

L g 1h i (x ) - [L p 1h i (x ) + L g 1h i (x ) Χ(x ) ] ×

[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1g 2 (x ) ,

又因

R ank
p 2 (x ) g 2 (x )

L p 1h i (x ) L g 1h i (x )
=

R ank
p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) 0

L p 1h i (x ) + L g 1h i (x ) Χ(x ) 0
,

由此可得 [L p 1h i (x )　L g 1h i (x ) ] 是 [p 2 (x )　g 2 (x ) ]

的线性组合. 即存在矩阵R 0
i (x ) ,使得

[L p 1h i (x )　L g 1h i (x ) ] = R 0
i (x ) [p 2 (x )　g 2 (x ) ],

或

L p 1h i (x ) + L g 1h i (x ) Χ(x ) =

R 0
i (x ) [p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ],

所以

L g 1h i (x ) = R 0
i (x ) g 2 (x ).

如果 Θi > 1,由于

L f h i (x ) =

L f 1h i (x ) - [L p 1h i (x ) + L g 1h i (x ) Χ(x ) ] ×

[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1f 2 (x ) =

L f 1h i (x ) - R 0
i (x ) f 2 (x ) ,

令

<0
i (x ) = h i (x ) ,

<1
i (x ) = L f 1h i (x ) - R 0

i (x ) f 2 (x ) ,

因此

L gL f h i (x ) =

L g 1<
1
i (x ) - [L p 1<

1
i (x ) + L g 1<

1
i (x ) Χ(x ) ] ×
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[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1g 2 (x ).

由于L gL f h i (x ) = 0,用 <1
i (x ) 代替 h i (x ) ,重复上述

过程,可得存在矩阵R 1
i (x ) ,使得

L p 1<
1
i (x ) + L g 1<

1
i (x ) Χ(x ) =

R 1
i (x ) [p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ],

所以

L 2
f h i (x ) = L f <1

i (x ) =

L f 1<
1
i (x ) - [L p 1<

1
i (x ) + L g 1<

1
i (x ) Χ(x ) ] ×

[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1f 2 (x ) =

L f 1<
1
i (x ) - R 1

i (x ) f 2 (x ).

令

<2
i (x ) = L f 1<

1
i (x ) - R 1

i (x ) f 2 (x ) ,

由此构造过程可得函数序列

<0
1 (x ) ,⋯, <Θ1- 1

1 (x ) ,⋯, <0
m (x ) ,⋯, <Θm - 1

m (x ).

根据文献 [ 9 ], 可证明上述函数序列线性独立, 且有

矩阵

p 2 (x ) g 2 (x )

L p 1<
Θ1- 1
1 (x ) L g 1<

Θ1- 1
1 (x )

� �
L p 1<

Θm - 1
m (x ) L g 1<

Θm - 1
m (x )

(16)

在 x 0 处非奇异.

设Θ1 + ⋯ + Θm = r,如果 r < n ,则可选取 n -

r个相互独立的函数 Γ1 (x ) ,⋯, Γn- r (x ) ,使得

<0
1 (x ) ,⋯, <Θ1- 1

1 (x ) ,⋯,

<Θm - 1
m (x ) , Γ1 (x ) ,⋯, Γn- r (x )

在 x 0 的某邻域内线性独立. 于是可建立坐标变换

Ν1
i = <0

1 (x ) ,⋯, ΝΘii = <Θ1- 1
1 (x ) ,

Γ1 = Γ1 (x ) ,⋯, Γn- r = Γn- r (x ) ,

i = 1,⋯,m . (17)

在新坐标下,系统 (4) 转化为

Ν
õ

1
i = Ν2

i + R 0
i (x ) (f 2 (x ) + p 2 (x ) z + g 2 (x ) u ) ,

　　�

Ν
õ

Θi- 1
i = ΝΘii + R Θi- 2

i (f 2 (x ) + p 2 (x ) z + g 2 (x ) u ) ,

Ν
õ

Θii = L f 1<
Θi- 1
i (x ) + L p 1<

Θi- 1
i (x ) z + L g 1<

Θi- 1
i (x ) u ,

　　　　　i = 1,⋯,m ; (18)

0 = f 2 (x ) + p 2 (x ) z + g 2 (x ) u; (19)

Γα= f
�

1 (Ν, Γ) + p
�

1 (Ν, Γ) z + g
�

1 (Ν, Γ) u. (20)

其中

Ν= (Ν1
1,⋯, ΝΘ11 ,⋯, Ν1

m ,⋯, ΝΘmm ) ,

Γ= (Γ1,⋯, Γn- r) , x = 5 - 1 (Ν, Γ).

　　下面分两步构造反馈以实现解耦. 首先选取矩

阵 Χ(x ) 保证[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ] 非奇异,施加状

态反馈 u = Χ(x ) z + u
δ,则系统 (18)～ (20) 可化为

Ν
õ

1
i = Ν2

i + R 0
i (x ) [ f 2 (x ) + (p 2 (x ) +

　 　g 2 (x ) Χ(x ) ) z + g 2 (x ) u
δ],

　　�

Ν
õ

Θi- 1
i = ΝΘii + R Θi- 2

i [ f 2 (x ) + (p 2 (x ) +

　 　　g 2 (x ) Χ(x ) ) z + g 2 (x ) uδ],

Ν
õ

Θii = L f 1<
Θi- 1
i (x ) + (L p 1<

Θi- 1
i (x ) +

　 　L g 1<
Θi- 1
i (x ) Χ(x ) ) z + L g 1<

Θi- 1
i (x ) u

δ,

i = 1,⋯,m ; (21)

0 = f 2 (x ) + (p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ) z +

　　g 2 (x ) u
δ; (22)

Γα= f�1 (Ν, Γ) + (p
�

1 (Ν, Γ) +

　　g�1 (Ν, Γ) Χ(x ) ) z + g�1 (Ν, Γ) u
δ. (23)

由于[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ] 非奇异,由式 (23) 可得

z = - [p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1 ×

[ f 2 (x ) + g 2 (x ) u
δ]. (24)

将式 (24) 代入 (21)～ (23) ,得

Ν
õ

1
i = Ν2

i ,⋯, Ν
õ

Θi- 1
i = ΝΘii ,

Ν
õ

Θii = aδi (x ) + c
δ

i (x ) u
δ, i = 1,⋯,m ;

　 (25)

Γα= fδ1 (Ν, Γ) + g
δ

1 (Ν, Γ) u
δ. (26)

其中

aδi (x ) = L f 1<
Θi- 1
i (x ) - [L p 1<

Θ1- 1
i (x ) +

L g1<
Θi- 1
i (x ) Χ(x ) ] [p 2 (x ) +

g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1f 2 (x ) ,

cδi (x ) = L g1<
Θi- 1
i (x ) - [L p 1<

Θ1- 1
i (x ) +

L g1<
Θi- 1
i (x ) Χ(x ) ] [p 2 (x ) +

g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1g 2 (x ).

由矩阵 (16) 的非奇异性, 可证明矩阵 c
δ = [c

δ
1 (x ) ,

⋯, c
δ

m (x ) ]T 非奇异. 因此令

a
δ

i (x ) + c
δ

i (x ) u
δ = v i, i = 1,⋯,m ;

或

u
δ = - c

δ(x ) - 1 [a
δ(x ) - v ].

则系统 (25) 和 (26) 可化为

Ν
õ

1
i = Ν2

i ,⋯, Ν
õ

Θi- 1
i = ΝΘii , Ν

õ
Θii = v i,

　　　i = 1,⋯,m ; (27)

Γα= fθ1 (Ν, Γ) + gθ1 (Ν, Γ) v. (28)

系统 (27) 和 (28) 已实现了非交互控制,所用状态反

馈为

u = - cδ(x ) - 1aδ(x ) + Χ(x ) z + cδ(x ) - 1v. □
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4　结　　论
　　本文研究了非线性奇异系统通过反馈实现非交

互控制的问题. 首先建立了非线性奇异系统的向量

相对阶与系统可通过反馈实现非交互控制的联系,

得到了非线性奇异系统向量相对阶的反馈不变性;

然后给出了可通过反馈实现非交互控制的正则非线

性奇异系统的非交互控制律的具体构造方法. 利用

本文的研究方法及相关结论,可进一步探讨非线性

奇异系统干扰解耦及输出跟踪问题,也可探讨系统

的反馈稳定化问题.
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