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基于观测器的线性中立时滞系统的 H ∞控制
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摘　要: 研究一类中立时滞系统基于观测器的鲁棒 H ∞控制问题. 首先讨论了相应的标称系统的稳定性准则,然后通

过LM I方法给出了基于观测器的无记忆镇定控制器存在的充分条件及相应的设计方案,最后通过一个数值例子的

仿真表明所提出的设计方法是有效而可用的.
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Abstract: T he p rob lem of observer2based H ∞ con tro l fo r a class of neu tra l delay system s is addressed. F irst, a

stab ility criterion of the nom inal system s is p resen ted. A sufficien t condit ion fo r the ex istence of the desired

con tro ller is given in term s of a linear m atrix inequality. F inally, a num erical examp le is given to demonstra te the

validity of the p ropo sed app roach.
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1　引　　言
　　时滞广泛存在于动力系统中,如通讯系统、生态

系统、化工系统、电力系统等. 它的存在时常导致系

统不稳定和系统性能变差. 在过去的 30 年中,时滞

系统的稳定性分析与镇定问题引起了人们的极大关

注[1～ 3 ]. 特别是近年来许多学者又致力于中立型微

分系统稳定性分析的研究. 中立型微分系统具有理

论和实践上的重要意义,例如中立型泛函微分方程

是输电线中电压和电流波动的自然模型. 许多学者

利用各种分析技术,如L yapunov 方法、特征方程方

法和状态方程解方法,建立了多种中立系统渐近稳

定的稳定性准则[3～ 8 ],然而关于中立系统的分析与

综合方面的文献却较少. Xu 等[9 ]解决了线性中立时

滞系统的H ∞和正实控制问题,并发展了相应的控

制器设计方案. M ahmoud [10 ]考虑了线性不确定性中

立时滞系统的鲁棒H ∞控制,并得出一些可解性的

充分条件.

　　从实践的观点看,系统的状态通常是未知或部

分已知的,因而在应用中设计观测器来估计中立时

滞系统的状态便显得尤为重要. 与中立时滞系统稳

定性的研究相比, 关于观测器设计的研究则更少.

W ang 等[11 ]最近通过奇异值分解和广义逆原理研究

了中立时滞系统的观测器设计问题,依据一个代数

R iccat i方程正定解的存在性,提出一种中立时滞系
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统观测器的设计方案,但没有考虑基于观测器的镇

定问题. 本文研究一类参数不确定中立系统基于观

测器的鲁棒H ∞控制问题,给出了无记忆鲁棒镇定

控制器存在的充分条件及相应的设计方案.

2　预备知识
　　本文中的符号说明如下: Rn 表示 n 维欧氏空

间; 对于任意实对称阵X , X > 0 (X ≥ 0) 表示X 是

一个正定 (半正定) 矩阵;‖õ‖表示向量的欧氏范
数或相应的导出 22范数; ΚM (A ) 和 Κm (A ) 分别表示

矩阵A 的最大和最小特征值;“3 ”表示对称矩阵中
对称位置上的转置元素。

　　考虑如下线性时滞系统:

xα( t) = A x ( t) + A hx ( t - h ) +

　　　 A d xα( t - d ) + B u ( t) + GΞ( t) ,

y ( t) = Cx ( t) ,

z ( t) = D x ( t) ,

x ( t) = <( t) , t∈ [ - Σ, 0 ].

(1)

其中: x ( t) ∈Rn 是状态向量, u ( t) ∈Rm 是控制输

入向量, Ξ( t) ∈Rp 是属于L 2 [ 0, + ∞) 空间的干扰

输入向量, y ( t) ∈Rq是量测输出向量, z ( t) ∈Rr是

控制输出向量, <( t) ∈Rn 是连续初始向量值函数,

标量 Σ= m ax{h , d } 表示状态及其导数的时滞,A ,

A h ,A d ,B , C ,D , G 是具有适当维数的已知常量矩

阵.

　　为建立本文的结论,首先给出下面一些预备知

识:

　　引理 1　设A ,D , E , P 是具有适当维数的实矩

阵,且 P > 0,则下列不等式成立: 1) 对于任意正数

Ε, D E + (D E ) T≤ΕD D T + Ε- 1E T E ; 2)A E + (A E ) T

≤A PA T + E TP - 1E.

　　定义 1　当 u ( t) = 0时,考虑系统 (1). 对于给

定的正常数 Χ,如果系统是渐近稳定的,且在零初始

条件 x ( t) = 0 ( t∈ [ - Σ, 0 ]) 下,外部扰动Ξ( t) 和被

控输出 z ( t) 满足 ‖z‖2 ≤ Χ‖Ξ‖2, Π Ξ∈ L 2 [ 0,

∞) ,则称系统具有H ∞性能指标 Χ.
　　引理 2[9 ]　考虑系统 (1) 在 u ( t) = 0和Ξ( t) =

0时的情形,如果存在正定矩阵 P ,Q 和 S ,满足如下

线性矩阵不等式:

PA T + A P + Q + S

A d (Q + S + A P )

A hP

→

←

(Q + S + PA T )A T
d PA T

h

A d (Q + S )A T
d - Q 0

0 - S

< 0, (2)

则系统对于任意的滞后时间 h 和 d 都是渐近稳定

的.

　　 定理 1　对于给定的正常数 Χ, 若存在矩阵 P

> 0,Q > 0, S > 0,使得如下LM I成立:

PA + A TP + Q + S + D TD

A T
d (PA + Q + S + D TD ) T

A T
h P

GT P

→

←

(PA + Q +
S + D TD )A d

PA h PG

- W 1 0 0

0 - S 0

0 0 - Χ2 I

< 0, (3)

或

PA T + A P + Q + S + GG T

A d (PA T + Q + S + GG T ) T

A hP

D P

→

(PA T + Q +
S + GG T )A T

d
PA h PD T

- W 2 0 0

0 - S 0

0 0 - Χ2 I

< 0. (4)

其中

W 1 = Q - A T
d (D TD + Q + S )A d ,

W 2 = Q - A d (GG T + Q + S )A T
d.

则系统 (1) 对于任意的滞后时间 h 和 d 都具有H ∞

性能指标 Χ.
　　证明　由不等式 (3) 并根据引理 2,可得系统

(1) 是渐近稳定的. 只需考虑H ∞ 性能指标问题,选

取如下L uapunov泛函:

V (x t) =

(x ( t) - A d x ( t - d ) ) T P (x ( t) - A d x ( t -

d ) ) +∫
0

- h
x T ( t + Η)S x ( t + Η) dΗ+

∫
0

- d
x T ( t + Η)Q x ( t + Η) dΗ. (5)

其中: x t (Η) = x ( t + Η) , Η∈ [ - Σ, 0 ]. 在零初始条件

下,考虑 J Σ =∫
Σ

0
z T ( t) z ( t) - Χ2ΞT ( t) Ξ( t) d t,则对任

意非零外部扰动 Ξ∈L 2 [ 0,∞) ,有

J Σ =

∫
Σ

0
[z T ( t) z ( t) - Χ2ΞT ( t) Ξ( t) +
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　　V
õ

(x ) ]d t - V (x (Σ) ) ≤

　　∫
Σ

0
[z T ( t) z ( t) - Χ2ΞT ( t) Ξ( t) + V

õ
(x ) ]d t =

　　∫
Σ

0
H (x ( t) , Ξ( t) , t) d t.

　　定义差分算子D (x ( t) ) = x ( t) - A d x ( t - d ) ,

则H (x ( t) , Ξ( t) , t) 可写成

H (x ( t) , Ξ( t) , t) =

D T (x ( t) ) (PA + A T P + S + Q +

D TD )D (x ( t) ) + 2D T (x ( t) ) (PA + S + Q +

D TD )A d x ( t - d ) + 2D T (x ( t) ) PA hx ( t -

h ) + 2D T (x ( t) ) P GΞ( t) - x T ( t -

d )W 1x ( t - d ) - x T ( t - h )S x ) ( t -

h ) - Χ2ΞT ( t) Ξ( t).

由引理 1得

H (x ( t) , Ξ( t) , t) ≤

D T (x ( t) ) (PA + A TP + S + Q +

D TD + (PA + S + Q +

D TD )A dW
- 1
1 A T

d (PA + S + Q +

D TD ) T + PA hS
- 1A T

h P + Χ- 2PGGT P )D (x ( t) ).

　　根据线性矩阵不等式 (3) , 可得H (x ( t) , Ξ( t) ,

t) < 0. 用类似的方法可证不等式 (4) 成立. □

3　基于观测器的H ∞控制
　　由于通常状态不是完全可测的, 为此对系统

(1) 设计一个状态观测器

x
õ̂

( t) = A xδ( t) + A hxδ( t - h ) + A d x
õ̂

( t -

　　　d ) + L (y ( t) - C xδ( t) ) + B u ( t) ,

u ( t) = K x
δ( t).

(6)

用来估计系统 (1) 的状态. 定义状态估计误差 e ( t)

= x ( t) - x
δ( t) ,相应的误差动态系统为

eα( t) = (A - L C ) e ( t) + A he ( t -

h ) + A d eα( t - h ) + GΞ( t). (7)

对于中立时滞系统基于观测器的H ∞ 控制问题, 考

虑系统 (1) 的扩张系统

xα( t)

eα( t)
=

A + B K - B K

0 A - L C

x ( t)

e ( t)
+

A h 0

0 A h

x ( t - h )

e ( t - h )
+

A d 0

0 A d

xα( t - h )

eα( t - h )
+

　　　　
G 0

0 G

Ξ( t)

Ξ( t)
. (8)

　　对于系统 (8) ,基于观测器的H ∞ 控制问题,有

如下结论:

　　定理 2　对于系统 (8) 及给定矩阵N 和正数

Εi ( i = 1, 2, 3) ,若存在对称正定矩阵P i > 0,Q i > 0,

S i > 0 ( i = 1, 2) ,满足下面两个LM I:

2 11 P 1A
T
h 2 13 P 1D

T

A hP 1 - S 1 0 0

2 T
13 0 2 33 0

D P 1 0 0 - Χ2 I

< 0, (9)

# 11 P 2A
T
h # 13

A hP 2 - S 2 0

# T
13 0 # 33

B T P - 1
1 P 2 0 0

0 0 C P 2A
T
d

→

←

P 2P - 1
1 B 0

0 0

0 A d P 2C
T

- (Ε- 1
1 + Ε- 1

2 ) - 1 I 0

0 - Ε3 I

< 0. (10)

其中

2 11 = P 1A
T + A P 1 + Q 1 + S 1 +

GG T + (Ε1 - 2)B B T ,

2 13 = [P 1A
T + Q 1 + S 1 + GGT - B B T ]A T

d ,

# 33 = A d (Q 1 + S 1 + GG T )A T
d -

Q 1 + Ε2A dB B TA T
d ,

# 11 = P 2A
T + A P 2 + Q 2 + S 2 +

GG T - (2 - Ε3) (M C TCM T -

M C TC P 2 - P 2C
TCM T ) ,

# 13 = (P 2A
T + Q 2 + S 2 + GGT )A T

d ,

# 33 = A d (Q 2 + S 2 + GG T )A T
d - Q 2.

则系统 (8) 具有H ∞性能指标Χ,且K = - B T P - 1
1 ,L

= P 2C
T.

　　证明　设

A
-

=
A + B K - B K

0 A - L C
,

Aϖh =
A h 0

0 A h

,A
-

d =
A d 0

0 A d

,

Gϖ =
G 0

0 G
,D{ = [D　0 ],

且
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　　　　　　　　Pϖ =
P 1 0

0 P 2

> 0,

　　　　　　　　Qϖ =
Q 1 0

0 Q 2

> 0,

　　　　　　　　Sθ =
S 1 0

0 S 2

> 0.

由定理 1知,系统 (8) 具有H ∞性能指标Χ的一个充
分条件是

PA T + A P + Qϖ + Sθ + GG T

3
3
3

→

←

(PA T + Qϖ +

Sθ + GG T )AϖT
d

PA T
h PD T

Aϖd (GG T + Qϖ +

Sθ)AϖT
d - Qϖ

0 0

3 - Sθ 0

3 3 - Χ2 I

< 0. (11)

将A
-

,A
-

h ,A
-

d , Gϖ,D{ , Pϖ,Qϖ, Sθ代入式 (11) 左边矩阵,可

得
M 11 M 12 M 13

3 M 22 - P 2 (B K ) TA T
d

3 3 M 33

3 3 3
3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←　

0 P 1A
T
h 0 P 1D

T

M 24 0 P 2A
T
h 0

0 0 0 0

M 44 0 0 0

3 - S 1 0 0

3 3 - S 2 0

3 3 3 - Χ2 I

. (12)

其中

M 11 = P 1 (A + B K ) T + (A +

B K ) P 1 + Q 1 + S 1 + GGT ,

M 12 = - B K P 2,

M 13 = [P 1 (A + B K ) T +

Q 1 + S 1 + GGT ]A T
d ,

M 22 = P 2 (A - L C ) T + (A - L C ) P 2 +

Q 2 + S 2 + GGT ,

M 24 = [P 2 (A - L C ) T + Q 2 +

S 2 + GGT ]A T
d ,

M 33 = A d (Q 1 + S 1 + GG T )A T
d - Q 1,

M 44 = A d (Q 2 + S 2 + GG T )A T
d - Q 2.

对矩阵 (12) 进行行换和相应的列换,由引理 1有

(12) ≤
U 0

0 V
= 5. (13)

其中

U =

U 11 P 1A
T
h U 13 P 1D

T

A hP 1 - S 1 0 0

U T
13 0 U 33 0

D P 1 0 0 - Χ2 I

,

V =

V 11 P 2A
T
h V 13

A hP 2 - S 2 0

V T
13 0 V 33

.

式中

U 11 = P 1 (A + B K ) T + (A + B K ) P 1 +

　　　Q 1 + S 1 + GGT + Ε1B
TB ,

U 13 = [P 1 (A + B K ) T + Q 1 + S 1 + GGT ]A T
d ,

U 33 = M 33 + Ε2A dB B TA T
d ,

V 11 = M 22 + (Ε- 1
1 + Ε- 1

2 ) P 2K T K P 2,

V 13 = M 24,V 33 = M 44.

在U 和V 中取K = - B T P - 1
1 ,L = P 2C

T. 由Schu r补

引理得U < 0等价于式 (9) 成立,而

V =

V ′11 P 2A
T
h V ′13

3 - S 2 0

3 3 V ′33

.

其中

V ′11 = P 2A
T + A P 2 + Q 2 + S 2 +

　　　GGT - 2P 2C
TC P 2 + (Ε- 1

1 +

　　　Ε- 1
2 ) P 2P - 1

1 B B T P - 1
1 P 2,

V ′13 = (P 2A
T + Q 2 + S 2 +

　　　GGT )A T
d - P 2C

TC P 2A
T
d ,

V ′33 = A d (Q 2 + S 2 + GG T )A T
d - Q 2.

由引理 1得

V ≤

V ′11 + Ε2P 2C
TCP 2 P 2A

T
h

3 - S 2

3 3
→

←

(P 2A
T + Q 2 + S 2 + GGT )A T

d

0

V ′33 + Ε- 1
3 A d P 2C

TC P 2A
T
d

. (14)

若定理 2的条件 (10) 成立,则由 Schu r 补引理知式
(14) 小于零. 这里用到

　　　 - P 2C
TC P 2 ≤

　　　N C TCN T - N C TC P 2 - P 2C
TCN T ,
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这是因为对于任意具有适当维数的矩阵N ,有 (N -

P 2)C TC (N - P 2) T ≥ 0, 从而有 5 < 0, 进而有式

(11) 成立. 根据定理 1,系统 (8) 具有H ∞ 性能指标

Χ. □

4　数值例子
　　这里提供一个数值实例,用于说明本文所得结

论的有效性. 考虑系统 (1) ,其中

A =
- 1 1

1 - 1
,B =

0

1
,

C = [ 1　1 ],D = [ 1　0 ],

G =
- 0. 01 0. 03

0. 01 0. 1
,

A h =
0. 15 0. 05

0 0. 1
,

A d =
- 0. 05 0. 02

0. 01 0
.

　　根据定理3,取N =
1 2

0 1
, Χ= 1, Ε1 = Ε2 = 1,

可得

P 1 =
0. 494 2 - 0. 149 6

- 0. 149 6 0. 471 7
,

Q 1 =
0. 364 5 - 0. 401 9

- 0. 401 9 0. 735 3
,

S 1 =
0. 364 4 - 0. 401 7

- 0. 401 7 0. 737 6
,

P 2 =
1. 433 6 - 0. 148 1

- 0. 148 1 0. 488 3
,

Q 2 =
0. 962 4 0. 041 1

0. 041 1 0. 904 1
,

S 2 =
0. 987 7 0. 041 3

0. 041 3 0. 905 7
,

Ε3 = 0. 928 8,L =
1. 285 5

0. 340 3
,

K = [ - 0. 709 8　 - 2. 345 2 ].

通过上面的可行解, 可构造所考虑系统的H ∞ 控制

器

x
õ̂

( t) =

- 2. 285 5 - 0. 285 5

- 0. 050 1 - 3. 685 4
x
δ( t) +

0. 15 0. 05

0 0. 1
xδ( t - h ) +

- 0. 05 0. 02

0. 01 0
x
õ̂

( t - d ) +
1. 428 9

0. 296 9
y ( t) ,

u ( t) = - [ 0. 709 8　2. 345 2 ]x
δ( t).

显然,矩阵
- 2. 285 5 - 0. 285 5

- 0. 050 1 - 3. 685 4
的特征值均具

有负实数, 因而闭环系统在没有时滞的情况下是渐

近稳定的.

5　结　　论
　　本文研究一类不确定中立时滞系统基于观测

器的H ∞ 控制问题. 给出了相应的标称系统的稳定

性准则, 通过LM I方法设计了一个基于观测器的

H ∞控制器,使得闭环系统具有H ∞ 性能指标 Χ. 最
后的数值例子说明了本文所得结论是有效的.
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