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双臂柔性机械手的终端滑模控制
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摘　要: 提出一种用于双臂柔性机械手系统的终端滑模控制方法,以解决其非最小相位控制问题. 重新定义了柔性

机械手系统的输出,通过输入输出线性化,将系统分解为输入输出子系统和内部子系统. 设计逆动态终端滑模控制策

略,使输入输出子系统在有限时间内收敛到零; 选择适当的控制器参数,使零动态子系统在平衡点附近渐近稳定,从

而保证整个系统的渐近稳定. 仿真结果证明了该设计方法的有效性.
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Abstract: A term inal sliding mode con tro l stra tegy is p ropo sed fo r a tw o2link flex ib le m anipu lato r to address its

nonm in im um phase characterist ics. T he ou tpu ts of the m anipu lato r system are redefined. T he system is decompo sed

in to tw o parts by inpu t2outpu t linearizat ion, nam ely an inpu t2outpu t subsystem and the zero dynam ics respectively.

A term inal sliding mode con tro l stra tegy is designed to m ake the inpu t2outpu t subsystem converge to zero s in fin ite

t im e. M o reover, the zero dynam ics can be asymp to tical stab le at equ ilib rium po in t by choo sing p roper con tro ller′

param eters. T hus, the w ho le o riginal tw o2link flex ib le m anipu lato r con tro l system is guaran teed to be

asymp to tically stab le. Sim ulation resu lts are p resen ted to validate the design.

Key words: flex ib le link m anipu lato r; fin ite t im e con tro l; term inal sliding mode con tro l

1　引　　言
　　柔性机械手以其高负载ö自重比、低能耗、高速
度、适用于直接驱动模式等优点,在机器人的应用领

域极具吸引力,但由于它是强耦合、非线性、时变、多

输入多输出的分布参数系统,且本身固有的振动特

性,其动力学行为非常复杂,对控制器的设计提出了

很高的要求. 研究人员在这一领域做了许多工作,已

提出一些控制策略,如 P ID 控制[1 ]、变结构控制[2, 3 ]、

自适应控制[4 ]等.

　　从柔性机械手关节的转矩输入到端点位移输出

的传函为非最小相位,当控制输入有界时,这一特性

阻碍了端点位移渐近跟踪期望轨迹. 如果不采用端

点位移,而以易于控制的关节电机转角作为系统输

出,则难以抑制柔性机械手的振动,会带来很大的端

点轨迹跟踪误差.

　　本文根据近来提出的一种重新定义输出的解决

方法[5～ 8 ],首先采用关节电机转角和柔性模态变量

的线性组合作为柔性机械手系统的输出,通过输入

输出线性化,将系统分解为输入输出子系统和内部

子系统两部分;然后设计逆动态终端滑模控制器,使

　　收稿日期: 2003212204; 修回日期: 2004204205.

　　作者简介: 张袅娜 (1972—) ,女,吉林长春人,讲师,博士生,从事变结构控制、鲁棒控制等研究; 冯勇 (1962—) ,男,

江苏南京人,教授,博士生导师,从事变结构控制、鲁棒控制等研究.

2411



得输入输出子系统在有限时间内收敛; 最后通过选

择控制器参数,使柔性机械手系统的零动态子系统

在平衡点附近渐近稳定,从而保证整个柔性机械手

系统的渐近稳定. 本文提出的控制方法设计过程简

单,易于实现. 仿真结果表明,所提出的逆动态终端

滑模控制策略可有效抑制柔性机械手系统的振动,

从而保证整个系统稳定.

2　双臂柔性机械手的动力学模型
　　双臂柔性机械手通过两个安装在关节处的电

机驱动两个柔性臂转动, 其模型如图 1 所示. 其中:

O X 0Y 0为固定的参考坐标,OX 1和O ′X 2为两个柔性

机械手臂视为刚性时的中心线,OX 1Y 1和O ′X 2Y 2为

分别绕中心O 和O ′旋转的局部坐标.

图 1　双臂柔性机械手模型

　　双臂柔性机械手的数学模型如下:

M (Η, q) Η
¨

qβ
+

f r + E 1Η
õ

f f + Kq + E 2qα
=

I

0
u ( t). (1)

其中: Η( t) = [Η1 ( t) Η2 ( t) ]T ∈ R 2 为关节角向量;

q ( t) = [q1 ( t) q2 ( t) ]T ∈ R 2r 为柔性模态向量, q i =

[q i1,⋯, q ir ]T; u ( t) = [u1 ( t) u 2 ( t) ]T ∈R 2 为控制转

矩向量; E 1 ∈ R 2×2 和 E 2 ∈ R 2r×2r 均为正定阻尼矩

阵; K∈R 2r×2r为正定刚度矩阵;M (Η, q) 为 2 (r + 1)

× 2 (r + 1) 维正定惯量矩阵; f r (Η, q) ∈R 2和 f f (Η,

q) ∈R 2r分别为受重力、哥氏力和离心力影响的项.

柔性机械手的端点位移为

y i (L i, t) = L iΗi + ∑
r

j= 1
<iejq ij ( t) =

L iΗi + 5 T
ieq i ( t) , i = 1, 2. (2)

　　本文的控制目的是: 调节柔性机械手的端点位

移 y i (L i, t) , 使其从任意的初始状态精确且快速地

达到零, 即实现柔性机械手端点的点到点的调节

PT P (Po in t to Po in t).

3　双臂柔性机械手逆动态终端滑模控制
　　重新定义柔性机械手系统的输出为关节电机

转角变量与柔性模态变量的线性组合, 并对系统进

行输入输出线性化, 将其分解为由重新定义的输出

构成的输入输出子系统和由柔性模态构成的内部子

系统两部分. 定义系统状态变量为

x = [ΗT　qT　Η
õ

T　qαT ]T ,

矩阵N (Η, q) 为

N (Η, q) = M - 1 (Η, q) =

[N 11 (Η, q) N 12 (Η, q) ; N 21 (Η, q) N 22 (Η, q) ]. (3)

将柔性机械手系统方程 (1) 重新写成如下形式:

xα= f (x ) + g (x ) u , (4)

其中

f (x) =

Η
õ

qα

- N 11 (f r + E 1Η
õ

) - N 12 (f f + Kq + E 2qα)

- N 21 (f r + E 1Η
õ

) - N 22 (f f + Kq + E 2qα)

,

(5)

g (x ) = [ 0　0　N 11 (Η, q)　N 21 (Η, q) ]T. (6)

重新定义柔性机械手系统的输出 z ( t) 为

z ( t) = Κ0Η( t) + Κ1q ( t) = gT
1 x ( t). (7)

其中: gT
1 = [Κ0　Κ1　0　0 ],设计参数Κ0和Κ1分别为

2×2维和2×2r维对角阵,且Κ0对角线上各元素均

为非零值. 对于柔性机械手系统 (4) , 根据重新定义

的输出 (7) 进行输入输出线性化, 得到系统的输入

输出子系统

zβ( t) = Α(Κ0, Κ1, x ) + Β(Κ0, Κ1, x ) u ( t). (8)

其中

Α(Κ0, Κ1, x ) =

[ - (Κ0N 11 + Κ1N 21) (f r + E 1Η
õ
) -

(Κ0N 12 + Κ1N 22) (f f + Kq + E 2qα) ], (9)

Β(Κ0, Κ1, x ) = [Κ0N 11 (Η, q) + Κ1N 21 (Η, q) ].

(10)

　　本文提出一种逆动态终端滑模控制器,利用终

端滑模有限时间到达的特点, 使得输入输出子系统

在有限时间内收敛. 首先引入终端滑模超曲面

s ( t) = zα( t) + c1diag (z ( t) qöp ). (11)

其中: c1 = diag [c11　c12 ], c1i > 0 ( i = 1, 2) 为终端滑

模设计参数; p 和 q均为奇数,且满足 p > q.

　　引理 1　对于输入输出子系统 (8) ,如果终端滑

模超曲面选为式 (11) 的形式,控制输入 u ( t) 设计为

如下形式 :

u ( t) = ueq ( t) + un ( t) , (12)

ueq = - Β(Κ0, Κ1, x ) - 1 (Α(Κ0, Κ1, x ) +
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　　　　　 q
p

c1zqöp - 1 ( t) zα( t) ) , (13)

　　un ( t) = - Β(Κ0, Κ1, x ) - 1 [k sgn (s ( t) ) ]. (14)

其中: k = diag [k 1　k 2 ] (k i > 0) 为设计参数, sgn (s)

= diag [ sgn (s1)　sgn (s2) ]. 则输入输出子系统 (8)

的状态 z ( t) 和 zα( t) 将在有限时间内收敛到零.

　　证明　首先证明输入输出子系统的状态 zα( t)

和 z ( t) 从任意初始状态到达滑模的时间是有限的.

考虑L yapunov函数

V ( t) =
1
2

sT ( t) s ( t) ,

对 s ( t) 沿时间求导,并将控制律 (12)～ (14) 代入,

得

sα( t) = zβ( t) +
q
p

c1z ( t) qöp - 1zα( t) =

Α(Κ0, Κ1, x ) + Β(Κ0, Κ1, x ) u ( t) +

q
p

c1z ( t) qöp - 1zα( t) = - k sgn (s ( t) ). (15)

对V ( t) 求导,得

V
õ

( t) = s ( t) Tsα( t) ≤

- m in (k 1, k 2)‖s ( t)‖ < 0,‖s ( t)‖≠ 0.

　　根据L yapunov 稳定性定理, 输入输出子系统

的状态 z ( t) 和 zα( t) 可在有限时间内从任意初始状

态收敛到滑模面 s ( t) = 0. 由式 (15) 得

sαi = - k i sgn (si) , i = 1, 2. (16)

设 s (0) = [s1 (0) , s2 (0) ]T , z ( t) 和 zα( t) 到达滑模

s1 ( t) 和 s2 ( t) 的时间分别为 ts1和 ts2. 对式 (16) 积分,

有 tsi = ûsi (0) ûök i, i = 1, 2.

　　下面证明当系统到达滑模平面后, z ( t) 和 zα( t)

将在有限时间内滑动到原点 (z ( t) = 0, zα( t) = 0).

设 z ( t) 和 zα( t) 在终端滑模上滑动到原点 (z ( t) = 0,

zα( t) = 0) 的时间为 tri, i = 1, 2. 由式 (11) ,当输入输

出子系统状态在终端滑模上时,有 zαi + c1iz
qöp
i = 0, i

= 1, 2. 从 tsi到 tri对时间积分,得

tri =
p

c1i (p - q) z 1- qöp
i ( tsi) + tsi =

p
c1i (p - q) z 1- qöp

i
ûsi (0) û

k i
+

ûsi (0) û
k i

. (17)

定义 tR = m ax ( tr1, tr2) ,则输入输出子系统状态 z ( t)

和zα( t) 将在有限时间 tR内从任意初始状态滑动到原

点 (z ( t) = 0, zα( t) = 0).

　　综上所述,如果终端滑模超曲面选为式 (11) 的

形式,控制输入 u ( t) 设计为式 (12)～ (14) 的形式,

则输入输出子系统 (8) 的状态 z ( t) 和 zα( t) 将在有限

时间内收敛到零. □

　　柔性机械手系统为 2 (r + 1) 维,输入输出子系

统仅为 2维,其余 2r维的系统状态即为柔性模态变

量,构成了柔性机械手系统的内部子系统. 由系统方

程 (4) 得

qβ= - N 21 (f r + E 1Η
õ

) - N 22 (f f +

H q + E 2qα) + N 21u. (18)

当特定的控制输入 u 使得输入输出子系统输出为零

时,内部子系统即为零动态子系统. 保证零动态子系

统局部稳定, 即可保证整个闭环系统的局部渐近稳

定. 根据输入输出子系统 (8) ,得

zβ( t) = Α(Κ0, Κ1, x ) + Β(Κ0, Κ1, x ) u ( t) = 0.

解得

u ( t) = - Β- 1 (Κ0, Κ1, x ) Α(Κ0, Κ1, x ).

代入式 (18) ,得柔性机械手系统的零动态子系统

qβ=

- N 21 (f r + D 1Η
õ

) - N 22 (f f + H q +

D 2qα) - N 21Β- 1 (Κ0, Κ1, x ) Α(Κ0, Κ1, x ) =

[ - N 22 + N 21 (Κ0N 11 + Κ1N 21) - 1 ×

(Κ0N 12 + Κ0N 22) ] (f f + H q + D 2qα). (19)

　　在平衡点 x = 0处将零动态子系统线性化. 定

义 8 为x = 0的邻域,在 8 域将式 (3) 中的矩阵N 在

x = 0处按泰勒级数展开,可得常值矩阵项N 0 和 x

的高阶项之和 f ho t (x ) 的形式

N (Η, q) û x∈8 = M - 1 (Η, q) û x∈8 = N 0 + f ho t (x ).

(20)

其中

N 0 = M - 1 (Η, q) û x= 0 =

N 11 (0) N 12 (0)

N 21 (0) N 22 (0)
=

N 110 N 120

N 210 N 220

. (21)

分析 f f (Η, q) ,可发现它仅为状态变量 x 的高阶项,

即有

f f (Η, q) û x∈8 = f ho t (x ). (22)

将式 (20) 和 (22) 代入零动态子系统 (19) ,有

qβ= - P 0H q - P 0E 2qα+ f ho t (x ) , (23)

其中

P 0 = N 220 - N 210 (Κ0N 110 +

Κ1N 210) - 1 (Κ0N 120 + Κ1N 220). (24)

将式 (23) 改写为如下形式:

qα

qβ
= A (Κ0, Κ1)

q

qα
+

0

f hot (x )
, (25)

其中

A (Κ0, Κ1) = [ 0　I; - P 0K　 - P 0E 2 ]. (26)

　　引理 2　如果 Κ0 和 Κ1 选取适当的值, 使得式
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(26) 中矩阵A (Κ0, Κ1) 的特征值全部为负,则柔性机

械手系统的零动态子系统 (19) 将在平衡点 (q = 0, qα

= 0) 处渐近稳定.

　　证明　由文献[ 9 ] 中的定理 3. 1,如果 Κ0 和 Κ1

选取适当的值,A (Κ0, Κ1) 的特征值全部为负,则柔性

机械手系统的零动态子系统 (19) 在平衡点 (q = 0, qα

= 0) 处局部渐近稳定. □

　　综合引理 1 和引理 2, 可提出柔性机械手逆动

态终端滑模控制系统设计的定理:

　　定理 1　对于柔性机械手系统 (4) , 如果按式

(8) 重新定义其输出,选取合适的参数 Κ0 和 Κ1,使得

式 (26) 的矩阵A 的特征值严格为负,并且终端滑模

选为式 (11) 的形式,逆动态终端滑模控制器 u ( t) 设

计为式 (12)～ (14) 的形式,则系统 (4) 将在平衡点

附近渐近稳定.

　　证明　根据参数Κ0和Κ1,按式 (7) 对柔性机械

手系统 (4) 进行输入输出线性化, 可得到输入输出

子系统 (8). 由引理 1知, 如果终端滑模选为式 (11)

的形式,逆动态终端滑模控制器 u ( t) 设计为式 (12)

的形式, 则输入输出子系统将在有限时间内收敛到

零. 由引理2知,如果选取参数Κ0和Κ1使式 (26) 的矩

阵A 的特征值严格为负,则零动态子系统将在平衡

点 (q = 0, qα= 0) 处渐近稳定. 因此,原柔性机械手

系统 (4) 将在系统原点附近渐近稳定, 其端点位移

输出 y i (L i, t) ( i = 1, 2) 也将渐近收敛到零. □

　　下面以一个双臂柔性机械手为例,说明 Κ0 和 Κ1

与A (Κ0, Κ1) 特征值之间的关系. 机械手的参数如下:

　L 1 = L 2 = 0. 8 m , Θ1 = 1. 171 8 kgöm ,

　Θ2 = 0. 585 9 kgöm ,M t1 = 0. 5 kg,M t2 = 0,

　E I1 = 544. 32 N õm 2, E I2 = 68. 04 N õm 2,

　J 1 = 2. 0 kg õm 2, J 2 = 0. 4 kgõm 2, J h = 0.

　　为便于分析式 (19) 所定义的零动态子系统的

动 态 响 应, 令 Κ0 = diag [Κ01　Κ02 ], Κ1 =

diag [Κ10　Κ11　Κ12　Κ13 ], R 为A (Κ0, Κ1) 特征值的最

大实部.

　　当 Κ00 = Κ01 = 1时, Κ1与R 之间的等高线如图

2所示;当Κ10 = Κ11 = Κ12 = Κ13 = 2时, Κ00, Κ01与R 之

间的等高线如图 3 所示. 图中 R 被离散为间隔为

0. 01的数值,不同的曲线代表不同的R 值, R 的绝对

值沿箭头方向逐渐增大, 表示系统的特征值逐渐远

离坐标原点,系统收敛速度加快.

　　改变 Κ0 和 Κ1 的数值可改变零动态子系统的性

能. 如果Κ0和Κ1选择合适, 则零动态子系统不但渐

图 2　Κ1 与R 之间的等高线

图 3　Κ0 与R 之间的等高线

近稳定, 而且系统收敛速度加快; 如果 Κ0 和 Κ1 选择

不当,则零动态子系统将不稳定. 因此可根据图 2和

图 3合理地选择 Κ0 和 Κ1 的数值.

4　仿真研究
　　模型中每个柔性机械手臂均采用两个柔性模

态,采用定理 1 中的参数. 滑模选为 s ( t) = zα( t) +

0. 5z ( t) 3ö5; 选择 Κ0 = diag [ 7. 68　1. 45 ], Κ1 =

diag [ 2　2　2　2 ]; 系统状态初值选为 Η1 (0) = 1,

Η2 (0) = 0. 5,其余状态初值均为零.

　　仿真结果如图 4～ 图 9所示. 由仿真结果可见,

柔性机械手系统的端点位移渐近收敛到零, 并且柔

性模态也渐近收敛, 表明本文提出的逆动态终端滑

模控制策略是有效的. 与文献[ 5～ 8 ] 相比,重新定

义的系统输出中的设计参数由原来的2个增至6

个,参数的取值范围由原来的[ 0　1 ] 之间增至整个

实数范围, 使得保证零动态子系统稳定的设计参数

选择余地增大,系统的收敛速度加快.

5　结　　论
　　本文重新定义了柔性机械手系统的输出,使其

零动态子系统在平衡点附近为最小相位系统. 所设

计的逆动态终端滑模控制器,可保证输入输出子系

统的状态在有限时间内收敛到零,并通过选择合适
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图 4　柔性机械手的端点位移 y1 (L , t)　　　　　　　　图 5　柔性机械手的端点位移 y2 (L , t)

图 6　第 1个柔性机械手的柔性模态 q11　　　　　　　　图 7　第 1个柔性机械手的柔性模态 q12

图 8　第 2个柔性机械手的柔性模态 q21　　　　　　　　图 9　第 2个柔性机械手的柔性模态 q22

的参数,保证柔性机械手系统的零动态子系统在平

衡点处渐近稳定,从而保证整个柔性机械手系统的

渐近稳定. 本文提出的终端滑模控制策略设计过程

简单,易于实现.
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