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分数阶线性系统的内部和外部稳定性研究

王振滨, 曹广益, 朱新坚
(上海交通大学 自动化系, 上海 200030)

摘　要: 介绍了分数阶线性定常系统的状态方程描述和传递函数描述. 运用拉普拉斯变换和留数定理,给出并证明

了分数阶线性定常系统的内部和外部稳定性条件,并讨论了其相互关系. 以一个粘弹性系统的实例验证了上述方法

的正确性.
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Abstract: T he sta te2space rep resen tat ion and the transfer function rep resen tat ion of fractional o rder linear t im e2
invarian t system s are in troduced. In ternal and ex ternal stab ility condit ions fo r fract ional o rder linear t im e2invarian t

system s are given using L ap lace transfo rm and residue theo rem. A n examp le of a viscoelast ic system is given to show

the effectiveness of the p ropo sed m ethods.
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1　引　　言
　　分数微积分已有 300 多年的历史,它是研究任

意阶次的导数和积分的一门学科. 分数微积分理论

的发展主要集中在纯数学领域,且只是数学家研究

的对象. 近年来,由于计算机科学的快速发展,使得

许多以前不能计算的问题迎刃而解,目前它已成为

一个研究热点,并在多个领域得到了应用,如粘弹性

体建模、声学、流变学、聚合化学、分形、控制等[1～ 4 ].

　　将分数微积分应用于控制领域是近年来的研究

课题之一. 一些学者作了相关研究,如O u sta loup 等

提出了 CRON E 控制[5 ]; Podlubny 提出了分数阶

P I
Κ
D

Λ控制器[3, 6 ]; Ikeda 等研究了用于柔软构造物

振动控制的分数阶阻尼器[7 ]; T en reiro 研究了分数

阶数字控制系统[8 ]等. 在同等条件下,分数阶系统与

整数阶系统相比具有以下优点: 1)分数阶系统是整

数阶系统的推广,后者只是前者的特例; 2)分数阶系

统具有更强的记忆功能,特别适合描述各种材料的

记忆、遗传、机械和电特性[3 ]; 3)分数阶系统更易稳

定; 4)分数阶 P ID 控制器的调节范围更大. 其缺点

是分数阶系统计算复杂,收敛较慢且振荡剧烈.
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　　稳定性是研究任何系统都必须考虑的首要问

题,对于分数阶系统也不例外. 考虑到分数阶系统的

传递函数一般不是复变量 s 的有理函数,因而分数

阶系统的稳定性分析要比整数阶系统复杂得多. 本

文运用拉氏变换和留数定理讨论分数阶线性定常系

统的内部和外部稳定性条件及其相互关系.

2　分数阶系统的状态方程和传递函数描述
2. 1　状态方程描述

　　本文考虑的分数阶系统为同元次线性定常系

统. 所谓同元次是指系统中所有的分数导数项的阶

次为某一有理数 (整数或分数) 的倍数,其状态方程

可描述为

0D
Α
t x ( t) = A x ( t) + B u ( t) ,

y ( t) = Cx ( t) + D u ( t) ,

0 < Α< 1. (1)

分数阶状态向量 x ( t) 的 Α阶Cap u to 导数定义为[3 ]

0D
Α
t x ( t) =

1
# (1 - Α)∫

t

0

x′(Σ)
( t - Σ) ΑdΣ,

t > 0. (2)

其零初始值条件下的拉氏变换为[3 ]

L {D Αx ( t) } = sΑX (s) , X (s) = L {x ( t) }, (3)

其中 x ( t) 为分数阶状态变量. 以标量函数 u ( t) 和

y ( t) 分别表示系统的输入和输出,A ,B , C ,D 为适当

维数的矩阵,则利用拉氏变换不难得出式 (1) 的解

x ( t) = E Α, 1 (A tΑ) x (0) +∫
t

0
( t - Σ) Α- 1 ×

E Α, Α(A ( t - Σ) Α)B u (Σ) dΣ, (4)

其中 E Α, Β(z ) 为双变量M ittag2L effler函数[3 ].

2. 2　传递函数描述

　　同传统整数阶情形一样,可将分数阶状态方程

转化为分数阶传递函数的形式

G (s) = C (sΑI - A ) - 1B + D. (5)

但只有当分数阶传递函数的微分阶次是同元次时,

才可将其转化为分数阶状态方程. 即当分数阶传递

函数的所有微分阶次都含有一个共同的实数因子 Α
时,这种转换才有意义,而 Α就是分数阶状态方程的
阶次.

3　分数阶系统的稳定性
　　引理 1　给定拉氏变换式H (s) = (sΑ - Κ) - n ,

0 < Α< 1, n∈N , Κ∈C , s为拉氏变量,则其拉氏逆

变换 h ( t) 为

　　h ( t) = L - 1 ( (sΑ - Κ) - n) =

　　∑
q

k= 1
Q (Α, tp k ) e tp k -

1
Π∫
∞

0

e- tx∑
n- 1

k= 0

(- 1) kC k
nΚkx Α(n- k) sin [ΑΠ(n - k ) ]

[x 2Α - 2Κx Αco s (ΑΠ) + Κ2 ]n dx.

(6)

其中: C k
n 为二项式系数, H (s) 的极点 p k (k = 1, 2,

⋯, q) 定义为

p k = ûp k ûe jΗk , Ηk ∈ [ - Π, Π]. (7)

式中

ûp k û = ûΚû 1öΑ,

Ηk =
arg (Κ)

Α +
2kΠ

Α ,

-
Α
2

-
a rg (Κ)

2Π < k <
Α
2

-
arg (Κ)

2Π .

多项式函数Q (Α, tp k ) 由函数F (s) = (sΑ- Κ) - nest在

极点 p k 处的留数确定.

　　证明　考虑如下封闭曲线的积分

∮# s

(sΑ - Κ) - nestds, (8)

图 1　闭曲线 #s

其中有向闭曲线# s如图1所示. 图中Ρ= R e (s) , s∈

L 1; # s 由有向线段和圆弧 L 1, CR 1 ,L 2, C Ε,L 3, CR 2 组

成. 则式 (8) 可改写为

∮# s

F (s) ds =

∫L 1

F (s) ds +∫CR 1

F (s) ds +∫L 2

F (s) ds +

∫CΕ
F (s) ds +∫L 3

F (s) ds +∫CR 2

F (s) ds. (9)

利用曲线积分不难证明

û∫CΕ
F (s) dsû → 0 (Ε→ 0) ,

û∫CR 1

F (s) dsû → 0, û∫CR 2

F (s) dsû → 0 (R →∞) ;

(10)

∫L 2

F (s) ds +∫L 3

F (s) ds =
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　2j∫
∞

0

e- tx∑
n- 1

k= 0

(- 1) k+ 1C k
nΚkx Α(n- k) sin [ΑΠ(n - k ) ]

[x 2Α - 2Κx Αco s (ΑΠ) + Κ2 ]n dx. (11)

由留数定理知

∮# s

F (s) ds = 2Πj∑
q

k= 1
R es[ (sΑ - Κ) - nest, p k ].

(12)

由拉氏逆变换的定义知

　　　　　L - 1 ( (sΑ - Κ) - n) =

　　　　　 1
2Πj

lim
R→∞∫

Ρ+ jR

Ρ- jR
(sΑ - Κ) - nestds =

　　　　　 1
2Πj

lim
R→∞∫L 1

F (s) ds. (13)

当 Ε→0, R →∞时,将式 (10)～ (13) 代入 (9) ,不难

验证式 (6) 成立. 若 h ( t) ∈L 1 (R , R ) 成立, 则只需

R e (p k ) < 0, k = 1, 2,⋯, q,即 ûarg (Κ) û > ΑΠö2. □

　　 引理 2　 给定拉氏变换式 Z (s) = sΑ- 1 (sΑ -

Κ) - n , 0 < Α< 1, n∈N , Κ∈C , s为拉氏变量,则其拉

氏逆变换 z ( t) 为

z ( t) = L - 1 (sΑ- 1 (sΑ - Κ) - n) =

∑
q

k= 1
V (Α, tp k) e

tp k -

1
Π∫
∞

0

e- tx∑
n

k= 0

(- 1) kC k
nΚkx Α(n- k+ 1) - 1 sin [ΠΑ(n - k - 1) ]

[x 2Α - 2Κx Αco s (ΑΠ) + Κ2 ]n dx.

(14)

其中: Z (s) 的极点 p k (k = 1, 2,⋯, q) 的定义同式

(7) ,多项式函数V (Α, tp k ) 由函数D (s) = sΑ- 1 (sΑ -

Κ) - nest在极点 p k 处的留数确定.

　　证明类似于引理 1的证明,故略.

3. 1　外部稳定性

　　 定理 1　在零初始条件下, 系统 (1) 为有界输

入 2有界输出 (B IBO ) 稳定的, 其充分必要条件是:

当其传递函数阵G (w ) (w = sΑ) 是w 的真的有理分

式函数阵时, G (w ) 的每一个元传递函数 g ij (w ) 的

所有极点 Κi满足

ûarg (Κi) û > ΑΠö2, Π i. (15)

　　证明　当g ij (w ) 为真的有理分式时,可利用部

分分式法将其展开为有限项之和, 其中每一项的形

式为

Βi (sΑ - Κi) - n i, Π i. (16)

其中: Κi 为 g ij (w ) 的极点, Βi 和 n i 可为零或非零常

数. 考虑到式 (16) 所对应的拉氏逆变换为[3 ]

Βi t
Αn i- 1E

(n i- 1)
Α, Α (Κi t

Α) , Π i, (17)

其中E
(n)
Α, Β (x ) =

dn

d tnE Α, Β (x ) ,若 n i = 0则为∆函数. 由

此可知,由 g ij (w ) 取拉氏逆变换导出的 g i, j ( t) 是有

限个 Βi t
Αn i- 1E

(n i- 1)
Α, Α (Κi t

Α) 之和, 和式中可能含有 ∆函
数项. 由引理 1 知, 当且仅当式 (15) 满足时,

Βi t
Αn i- 1E

(n i- 1)
Α, Α (Κi t

Α) 为绝对可积, 即 g i, j ( t) 为绝对可

积. 从而系统为B IBO 稳定的[9 ]. □

3. 2　内部稳定性

　　 定理 2　系统 (1) 是渐近稳定的, 其充要条件

是矩阵A 的所有特征值 Κi (det (Κi I - A ) = 0) 满足

ûarg (Κi) û > ΑΠö2, Π i. (18)

　　证明　系统 (1) 的零输入响应 <( t; 0, x 0, 0) 的

拉氏变换为

5 (s) = (sΑI - A ) - 1sΑ- 1x (0). (19)

设矩阵A n×n 有相异的m 个特征根 Κ1 (Ρ1 重) , Κ2 (Ρ2

重) ,⋯, Κm (Ρm 重) ,∑
m

k= 1
Ρk = n. 存在非奇异阵 P ,使得

J = P - 1A P , J 为约当阵. 则式 (19) 可改写为

5 (s) = P E (s) P - 1x (0) , (20)

其中

E (s) = (sΑI - J ) - 1sΑ- 1. (21)

易知上三角阵 E (s) 的非零元素包含因式

sΑ- 1 (sΑ - Κi) - n i, i = 1,⋯,m , n i = 1,⋯, Ρi.

(22)

上式的拉氏逆变换为[3 ]

ei, n i
( t) = tΑ(n i- 1)

E
(n i- 1)
Α, 1 (Κi t

Α) ,

i = 1,⋯,m , n i = 1,⋯, Ρi. (23)

由引理 2知,当且仅当式 (20) 成立时, ei, n i
( t) → 0 ( t

→ ∞) , i = 1,⋯,m , n i = 1,⋯, Ρi,即原系统是渐近

稳定的,或是内部稳定的[9 ]. □

　　推论 1　设线性定常系统 (1) 是内部稳定的,

则其必是B IBO 稳定的.

　　证明　由系统 (1) 的运动分析可知,其脉冲响

应矩阵G ( t) 为

G ( t) = tΑ- 1CE Α, Α(A tΑ)B + D ∆( t). (24)

当系统渐近稳定时,由双变量M ittag2L effler函数的

性质有[3 ]

lim
t→∞

tΑ- 1E Α, Α(A tΑ) = 0. (25)

于是, 利用上面两式即可导出 G ( t) 的每一个元

g i, j ( t) 均满足关系式

∫
∞

0
ûg i, j ( t) ûd t≤ k < ∞, Π i, j , (26)

其中 k为有限常数. 这表明系统是B IB O 稳定

的[9 ]. □

　　推论 2　设线性定常系统 (1) 是B IBO 稳定的,

则不能保证系统必是渐近稳定的.
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　　证明　由系统结构的规范分解定理知,通过引

入线性非奇异变换,可将系统分解为能控能观测、能

控不能观测、不能控能观测和不能控不能观测 4 部

分,而输入输出特性只能反映系统的能控能观测部

分. 因此,系统的B IBO 稳定只是意味着其能控能观

测部分为渐近稳定的, 它既不表明也不要求系统的

其他部分是渐近稳定的. □

　　 推论 3　设线性定常系统 (1) 是能控能观测

的,则其内部稳定性与外部稳定性是等价的.

　　证明　利用推论 1,可知由内部稳定性可导出

外部稳定性. 根据推论 2的证明,可知此时外部稳定

意味着内部稳定. □

4　实例验证
　　给定某粘弹性系统如下:

m D 2x ( t) + cD Αx ( t) + kx ( t) = u ( t) ,

x (0) = a1, xα(0) = a2.

其中: m , c, k 分别表示质量、阻尼系数和弹性系数;

u ( t) 表示施加外力; D Αx ( t) (0 < Α< 1) 表示位移函

数 x ( t) 的 Α阶导数. 取m = 1, c = 1. 5, k = 1, Α=

0. 5, a1 = 0, a2 = 1, u ( t) = 1 (单位阶跃输入) ,则其

状态空间描述为

D 0. 5x ( t) = A x ( t) + B u ( t) ,

y ( t) = Cx.

其中

A =

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

- 1 - 1. 5 0 0

,

B =

0

0

0

1

, C = [ 1　0　0　0 ].

矩阵A 的特征值为

Κ1, 2 = 0. 747 9± 1. 029 9i,

Κ3, 4 = - 0. 747 9± 0. 240 7i.

显然定理 2满足,故原系统是稳定的.

5　结　　论
　　本文讨论了分数阶线性定常系统的外部和内

部稳定性条件及其相互关系, 并通过一个粘弹性系

统的实例验证了其正确性. 实际上,分数阶线性定常

系统是传统整数阶线性定常系统的推广, 即当系统

的微分阶次Α= 1时,本文所有关于分数阶系统的结

论都与传统整数阶系统是一致的.
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