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二级倒立摆摆起控制的研究
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(东北大学 信息科学与工程学院, 辽宁 沈阳 110004)

摘　要: 通过对二级倒立摆系统的理论分析,研究二级摆从自然悬垂位置摆到倒立点位置的摆起控制问题,提出了

基于动态设计变量优化算法的复杂非线性系统控制策略. 仿真实验证明,该策略可成功地实现圆轨和直轨两种二级

倒立摆的摆起控制,并且算法具有较快的收敛速度和较高的计算精度.
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Study on swing-up con trol of double inverted pendulum
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Abstract: T h rough the analysis of the relevan t theo ries on double inverted pendu lum and the study on sw ing2up

con tro l of a doub le pendu lum from hanging to the up righ t po sit ion, a soph ist icated non linear system contro l stra tegy

based on dynam ic design variab le op tim ization is p resen ted. Sim ulation experim ents show that the stra tegy

successfu lly realizes the sw ing2up con tro l over bo th ro ta t ional and car2po le doub le inverted pendu lum s w ith h igher

convergence speed and computation accuracy.
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1　引　　言
　　二级倒立摆是一个复杂非线性、强耦合、多变量

的自然不稳定系统,它也是双足行走机器人、火箭飞

行姿态控制等许多控制对象的最简单模型. 对倒立

摆机构的控制常常用来检验控制理论的有效性. 关

于二级倒立摆的研究主要涉及两个问题: 一是摆杆

在倒立点位置的稳定和镇定控制; 二是摆杆从自然

悬垂位置摆到倒立点位置的摆起控制[1 ]. 针对二级

倒立摆系统的稳定和镇定问题已提出了多种控制方

案. 应用传统控制理论中的状态反馈[2, 3 ]和动态观测

器理论[4 ] ,分别实现了二级倒立摆的平衡控制. 在智

能控制领域,应用模糊控制[5 ]、神经网络控制[6 ]、拟

人控制[7 ] ,都成功地实现了二级倒立摆的平衡稳定.

　　本文主要研究二级倒立摆的上、下摆杆从自然

悬垂位置转换到倒立点位置的摆起控制问题,提出

一种新的开环优化控制策略. 即通过在规定的时间

内向系统施加一前馈控制序列,使上、下摆杆摆到倒

立点位置且速度为零. 寻找一组最优控制序列便成

为摆起控制的关键,即将摆起控制问题转化为最优

化问题. 为获得最优摆起控制序列,提出一种新的优

化算法——动态设计变量优化算法,基于该算法计

算最优摆起控制序列.

2　系统描述和建模
2. 1　二级倒立摆物理特性

　　为实现双摆的摆起控制,研究圆形轨道和直线

轨道两种二级倒立摆系统,其坐标体系构建分别如
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(a)　圆轨倒立摆

(b)　直轨倒立摆

图 1　二级倒立摆力学模型

图 1 (a)和 (b)所示. 这种双摆系统具有以下特性:

　　1) 系统由两个摆杆 (上摆、下摆)和一个水平转

动的转杆 (或直线运动的小车)组成. 两个摆杆绕转

轴在垂直面上转动,具有两个自由度 Η1 和 Η2; 转杆

(或小车)在水平面上转动 (或直线运动) ,具有一个

自由度 Η0 (或 x ). 可见,二级倒立摆是一个三自由度

的物理系统.

　　2) 系统的上、下摆杆不受扭矩或力的控制,只

能依赖惯性作旋转运动; 水平转杆 (或小车)在扭矩

(或力)的控制下产生主动运动. 因此,二级倒立摆是

一个典型的欠激励系统,即受激励的自由度数目少

于系统总的自由度数目.

　　3) 从图 1可以看出,圆轨倒立摆由于水平转杆

的转动,使系统在三维空间中运动;而直轨倒立摆则

只在二维空间内运动. 因此前者的动力学模型较后

者要复杂一些.

2. 2　系统建模

　　在图 1所示的坐标系下,通过坐标齐次变换,根

据拉格朗日法[8 ] 建立二级倒立摆的动力学方程

M (
¨

+ C (
õ

+ G = F. (1)

其中:圆轨倒立摆数学模型为

　M =

J 0 + m 1 (L 2
0 + l2
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直轨倒立摆数学模型为

M =

m 0 + m 1 + m 2 (m 1 l1 + m 2L 1) co s Η1 m 2 l2co s Η2
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.

　　模型物理参数如表 1所示.
表 1　模型物理参数

　　　物理量及单位 圆轨倒立摆 直轨倒立摆

水平转杆转动惯量 J 0ö(kgõm 2) 0. 029 83

下摆杆相对质心的转动惯量

　　J 1ö(kgõm 2)
0. 002 07 0. 004 96

上摆杆相对质心的转动惯量

　　J 2ö(kgõm 2)
0. 000 36 0. 004 96

小车质量m 0ökg 1. 328

下摆杆质量m 1ökg 0. 313 0. 220

上摆杆质量m 2ökg 0. 095 0. 220

水平杆长度L 0öm 0. 165

下摆杆长度L 1öm 0. 20 0. 317

下摆杆质心到转轴的长度 l1öm 0. 116 9 0. 304

上摆杆质心到转轴的长度 l2öm 0. 085 0. 304

水平杆与转轴的摩擦系数

　　c0ö(N õm õ s)
0. 055 3 22. 915

下摆杆与转轴的摩擦系数
　　c1ö(N õm õ s)

0. 005 4 0. 007 1

上摆杆与转轴的摩擦系数
　　c2ö(N õm õ s)

0. 002 5 0. 007 1

3　摆起控制策略
　　二级倒立摆是一个三自由度、6 个状态变量的

复杂非线性系统. 为能实时、快速地使上、下摆杆从

自然悬垂位置摆到倒立点位置, 且双摆的速度接近

于零,本文通过前馈控制向系统施加一控制序列,以

满足双摆摆起的性能要求. 确定一组最优的控制序

列便成为摆起控制的关键问题, 为此提出一种新的

数值优化算法—— 动态设计变量优化算法[9 ].

　　动态设计变量优化算法的核心思想是: 将所研

究系统中未知量的计算问题转化为最优化中设计变

量的计算问题. 其中目标函数具有框架式程序结构,

每个设计变量的含义在程序运行中根据输入条件动

态排序获得,目标函数值在动态累积中形成. 该算法

按以下 3个步骤进行.

3. 1　确定设计变量,建立系统状态方程

　　设在给定时间 tf 内, 系统上、下摆杆从悬垂位

置摆到倒立点位置. 可将时间[ t0, tf ]分成 n 段,每段

时间间隔为 ∃ t = ( tf - t0) ön. 对应的控制量为 u i ( i

= 1, 2,⋯, n ) ,状态变量为x 1, i, x 2, i,⋯, x 6, i ( i = 1, 2,

⋯, n + 1).

　　建立最优化问题

m in (F (u) ). (2)

其中:目标函数为控制指标F (u) = ∑
6

i= 1

(x i ( tf ) ) 2;设

计变量为每个时间段上的控制律 u = [u1, u 2,⋯,

u n ]T , u ∈R n. 则系统状态方程可表示为

xα1, i+ 1 = f 1 (x 1, i, x 2, i,⋯, x 6, i, u i) ,

xα2, i+ 1 = f 2 (x 1, i, x 2, i,⋯, x 6, i, u i) ,

　　　　�
xα6, i+ 1 = f 6 (x 1, i, x 2, i,⋯, x 6, i, u i).

(3)

3. 2　目标函数的动态形成

　　给定系统参数和初始条件 x i, 1 ( i = 1, 2,⋯, 6) ,

设置控制时间 tf. 当给出控制量 u1, u 2,⋯, u n 时, 通

过状态方程 (3) ,采用龙格 2库塔法进行一步计算.

由u 1和x i, 1 ( i = 1, 2,⋯, 6) 计算x i, 2 ( i = 1, 2,⋯, 6) ;

由 u k 和 x i, k ( i = 1, 2,⋯, 6) 计算 x i, k+ 1 ( i = 1, 2,⋯,

6) , 它是部分设计变量 u1, u 2,⋯, u k 函数; 由 un 和

x i, n ( i = 1, 2,⋯, 6) 计算 x i, n+ 1 ( i = 1, 2,⋯, 6) ,它是

u 1, u 2,⋯, u n 函数. 由此形成目标函数 F (u) =

∑
6

i= 1

(x i, n+ 1 (u) ) 2.

3. 3　梯度函数的形成,动态设计变量的优化

　　目标函数 F (u) 是 u 1, u 2,⋯, u n 复杂显函数,具

有繁琐嵌套关系,利用梯度优化法需计算梯度值

Grad [F (u) ] = [
5F
5u 1

,
5F
5u 2

,⋯,
5F
5u n

]
T
. (4)

采用差商代替偏导数5F
5u j
≈

F (u j ) - F (u)
du

, j = 1, 2,

⋯, n. 其中: u = [u 1, u 2,⋯, u j ,⋯, u n ]T , u j = [u 1, u 2,

⋯, u j + du ,⋯, u n ]T. 这样便可采用变尺度优化方

法,针对含有动态设计变量的目标函数进行寻优计

算,最终得到一组最优的控制序列 u = [u1, u 2,⋯,

u j ,⋯, u n ]T.

4　仿真实验
4. 1　采用式 (1) 中圆轨倒立摆模型进行仿真

　　给定优化计算的初始参数, 设定摆起时间为 1

s,控制序列的时间间隔为 20 m s,确定由 50个控制

量组成开环前馈控制序列. 程序仿真计算表明,经过

36 次迭代优化计算,目标函数值收敛到 0. 009 942,

计算出摆杆状态变量随时间的变化如图 2所示.
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(a)　角度随时间的变化

(b)　角速度随时间的变化

图 2　上、下摆杆状态变量随时间的变化

4. 2　采用式 (1) 中直轨倒立摆模型进行仿真

　　给定优化计算的初始参数, 设定摆起时间为 3

s , 控制序列的时间间隔为30 m s, 确定由100个控

制量组成开环前馈控制序列. 程序仿真计算表明,经

过 209 次迭代优化计算, 目标函数值收敛到

0. 009 236, 由此计算出摆杆状态变量随时间的变

化,如图 3所示. 通过对二级倒立摆系统的仿真实验

(a)　角度随时间的变化

(b)　角速度随时间的变化

图 3　上、下摆杆状态变量随时间的变化

可以看出, 基于动态设计变量优化算法的摆起控制

策略是有效的. 在迭代计算过程中,该算法具有较快

的收敛速度和较高的计算精度.

5　结　　论
　　本文在对具有多变量特性的二级倒立摆摆起控

制问题研究中,发现系统变量数目越多,传统的数值

算法和优化算法越难以获得理想的控制律. 为此提

出了动态设计变量优化算法,并将该算法引入倒立

摆摆起过程控制律的计算. 分别对圆轨和直轨二级

倒立摆进行仿真实验,获得了理想的多变量过程控

制律,实现了二级摆的摆起控制. 该算法也为其他复

杂非线性、多变量系统的控制提供了有效方法.
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