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基于小波逼近和尺度变换的非参数辨识方法

郑　军, 颜文俊, 诸　静
(浙江大学 电气工程学院, 浙江 杭州 310027)

摘　要: 提出一种以非正交小波为基函数并应用小波多尺度分析的系统脉冲响应辨识方法,该方法以小波级数的形

式逼近脉冲响应过程. 从理论上证明了经小波尺度变换后系统随机噪声的方差值减小,即噪声得到有效的抑制,从而

大大提高了辨识精度. 应用实例验证了所得结果的正确性和算法的实用性.

关键词: 小波级数; 尺度变换; 函数逼近; 系统辨识

中图分类号: T P273. 5　　　　文献标识码: A

Nonparam etr ic iden tif ica tion approach based on wavelet
approx imation and sca le tran sformation

ZH EN G J un , YA N W en2jun , ZH U J ing

(Co llege of E lectric Engineering, Zhejiang U niversity, H angzhou 310027, Ch ina. Co rresponden t: ZH EN G Jun,

E2m ail: dbzj@netease. com )

Abstract: A pulse response iden tificat ion app roach based on o rthono rm al scaling transfo rm ation and non2
o rthono rm al w avelet as basis functions is p ropo sed. W avelet function expansion is app lied to exp ress the pu lse

response function. T he random no ises of system s are show n to be restra ined effectively th rough o rthono rm al scaling

transfo rm ation, and estim ation p recision is imp roved. A n app licat ion examp le show s a satisfacto ry iden tificat ion

resu lt and feasib ility of the m ethod.
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1　引　　言
　　 面对一些强非线性的复杂控制对象 (如冶金、

化工等工业过程) ,要建立起精确的参数模型是不现

实的,而辨识出系统的阶跃响应、脉冲响应等非参数

模型则更为实际. 文献[ 1 ] 指出: 相关分析法是获取

系统脉冲响应曲线的一种常用方法, 但它对信号的

长度和平稳性有较高的要求, 不利于快速跟踪系统

动态特性的变化. 文献 [ 2 ] 提出将系统脉冲响应

g ( t) 的辨识转化为 g ( t) 在一组正交函数基上投影

系数的辨识. 本文以此为基础,考虑将小波函数作为

基函数去逼近 g ( t).

　　近年来,基于小波分析理论的各种应用研究迅

速发展. 传统的函数正交基无法兼顾时频分辨率,而

紧支撑的小波函数则具有时频联合局部性和多尺度

分析能力[3, 4 ] ,它在非线性函数逼近方面所表现出的

最佳逼近和全局逼近能力日益受到人们的重视. 事

实上,文献[ 5 ]已证明对于函数 f (x ) ∈L 2 (R ) ,存在

有限个小波基函数,对 f 可实现任意精度的逼近. 有

人提出用正交小波函数和正交尺度函数逼近系统脉

冲响应过程, 但由于正交基构造复杂, 除个别小波

(如H arr小波) 外,其余大多无法用解析形式表达,

算法难以实际应用.
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　　本文提出用可显式表达的非正交小波 (如墨西

哥草帽小波) 为逼近基构建系统的脉冲响应过程,

并使用最小二乘辨识法增强算法的实用性. 同时从

小波多分辨率分析理论出发, 证明了经正交尺度变

换后,系统随机噪声的方差值将减小,并给出了相应

的定理. 对辨识数据进行有效尺度变换后,噪声的影

响将得到明显的抑制,从而提高了辨识精度. 实验结

果表明,同相关分析法相比,本文方法的辨识精度有

了很大的改进.

2　尺度函数与小波
　　定义 1　定义L 2 (R ) 的闭子空间V j 满足如下

条件:

　　1) ⋯ < V - 1 < V 0 < V 1 < ⋯;

　　2) clo sL 2 (∪
j∈Z

V j ) = L 2 (R ) ;

　　3) ∩
j∈Z

V j = {0};

　　4) V j+ 1 = V j + W j , j ∈ Z ;

　　5) f (x ) ∈V j Ζ f (2x ) ∈V j + 1, j ∈ Z.

　　定义 2　如果用V j: = clo sL 2 (R )〈<j , k: k ∈ Z〉( j

∈ Z ) 定义的L 2 (R ) 子空间V j 满足定义 1的各种性

质,并且{<(õ- k ) : k ∈ Z }是V 0的一个R iesz基,则

函数 <∈L 2 (R ) 称为一个尺度函数,其中尺度函数

<j , k: = 2 jö2<(2 j t - k ) ( j , k ∈ Z ) 生成一个L 2 (R ) 的

多分辨分析{V j }. 更进一步, 如果 <满足〈<(õ- k ) ,

<(õ- l)〉= ∆k , l,则 <是一正交归一尺度函数. 其中

∆k , l =
1, k = l;

0, k ≠ l.

　　定义 3　如果在子空间W j 中能找到一带通函

数 Ωj ( t) ,满足:

　　1)∫
∞

- ∞
Ωj ( t) d t = 0;

　　2) 容许条件为∫
∞

0
ûΩ

^

j (Ξ) ûöΞdΞ < ∞;

　　3) 其整数位移集合〈Ωj , k (õ- k ) , k ∈ Z〉构成

W j 的正交归一基.

　　则 Ωj ( t) 称为正交小波函数.

　　 由文献[ 6 ] 知, 尺度函数和小波满足如下二尺

度关系:

<( t) = 2∑
k

h 0k <(2t - k ) , (1)

Ω( t) = 2∑
k

h 1k <(2t - k ). (2)

其中分解滤波器系数h0k和h 1k与 j无关,对于任意相

邻尺度其值都相同.

　　对于任一离散时间序列{x (k ) , k = 1, 2,⋯},其

正交尺度变换 ST x (n) 过程如下 (小波变换过程类

似) :

　　1) x ′(n) = ∑
k

h 0kx (2n - k ) ;

　　2) 对 x ′(n) 进行偶数位置补零插值,可得

x ″(n) =
x ′(n + 1

2 ) , n = 1, 3,⋯

0, n = 2, 4,⋯
;

　　3) 利用重构滤波器 g 0k 对插值后的数据进行卷

积计算,可得

ST x (n) = ∑
k

g 0kx
″(n - k ).

　　基于以上预备知识,可证明以下两个定理:

　　定理 1 　∑
k

h 2
0k = ∑

k

h 2
1k = 1.

　　证明　由式 (1) 易知

<2 ( t) =

2∑
k

h 0k <(2t - k )∑
l

h 0l<(2t - l). (3)

对式 (3) 两边积分,得

∫<2 ( t) d t =

2∫∑k h 0k <(2t - k )∑
l

h 0l<(2t - l) d t =

∑
k , l

h 0kh 0l∫<(2t - k ) <(2t - l) d2t.

考虑到 <的正交归一性,可知

∫<(2t - k ) <(2t - l) d t = 0,

∫<2
j ( t) d t = 1, k ≠ l.

因此∑
k

h 2
0k = 1. 同理可证∑

k

h 2
1k = 1. □

　　重构滤波器满足

∑
k

g 2
0k = ∑

k

g 2
1k = 1.

　　定理 2　设有一零均值、方差为R 的白噪声序

列{v (k ) , k = 1, 2,⋯}, 经正交尺度变换后, 其方差

值R {ST v } < R.

　　证明　依照上述正交尺度变换过程,可得

ST v (k ) = ∑
n

g 0n∑
l

h 0lv (k - n + 1 - l).

其中n值的选取需满足 k - n为奇数的条件 (因偶数

位置补零) , 即重构滤波器系数只有一半可用. 则变

换后序列的均值为

E {ST v } =

∑
n

g 0n∑
l

h 0lE {v (k - n + 1 - l) } = 0,

方差为

　　　R {ST v } =

1911

第 10 期 郑 军等:基于小波逼近和尺度变换的非参数辨识方法



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

　　　E { (∑
n

g 0n∑
l

h 0lv (k - n + 1 - l) )
2

} =

　　　E {∑
n

g 2
0n∑

l

h 2
0lv (k - n + 1 - l) 2} =

　　　∑
n

g 2
0n∑

l

h 2
0lE {v (k - n + 1 - l) 2} =

　　　∑
n

g 2
0n∑

l

h 2
0lR.

由定理 1知∑
l

h 2
0l = 1,由重构滤波器系数只有一半

知∑
n

g 2
0n < 1,因此R {ST v } < R. □

　　定理 2表明,经正交尺度变换后,零均值高斯随

机序列的方差减小,即噪声序列得到有效的抑制. 这

将大大增强输出信号的信噪比, 从而提高系统的辨

识精度.

3　脉冲响应辨识
　　基于脉冲响应的系统权函数模型描述如下:

y (k ) = ∑
k

n

p (k - n) u (n) + v (k ). (4)

其中: u (n) 为系统输入信号, p (k - n) 为系统脉冲

响应过程 (权函数) , v (k ) 为系统噪声. 鉴于紧支小

波具有良好的时频局部特性, 可用小波函数为基函

数去逼近 p (k ). 考虑到一般的正交小波很难显式表

达,为便于算法实现, 本文用非正交小波 (如墨西哥

草帽小波) 作为基函数,有

p (k - n) = ∑
I

i= 1

a iΩi (k - n). (5)

其中: Ωi (k ) = Ω(k - i) 为小波基函数, I为小波基个

数, a i 为待估计参数. 将式 (5) 代入式 (4) ,得

y (k ) =

∑
k

n= 0
∑

I

i= 1
a iΩi (k - n) u (n) + v (k ) =

∑
I

i= 1
a i∑

k

n= 0
u (n) Ωi (k - n) + v (k ) =

∑
I

i= 1
a iN i (k ) + v (k ) , (6)

式中

N i (k ) = ∑
k

n= 0
u (n) Ωi (k - n). (7)

对式 (6) 两边进行正交尺度变换,得

ST y (k ) = ∑
I

i= 1

a iSTN i
(k ) + ST v (k ). (8)

然后采用最小二乘法,估计出小波基系数 a i. 代入式

(5) ,便可得到系统脉冲响应曲线.

　　基于小波逼近和尺度变换的系统脉冲响应辨

识算法总结如下:

　　1) 选定用于非线性函数逼近的非正交小波和

小波基个数 I ,用于尺度变换的正交小波函数,系统

采样周期 T 以及辨识数据长度 K 等参数;

　　2) 根据输入序列{u (k ) , k = 1, 2,⋯, K }, 得到

系统输出{y (k ) , k = 1, 2,⋯, K };

　　3) 根据式 (7) 计算N i (k ) , k = 1, 2,⋯, K ;

　　4) 对 y (k ) 和N i (k ) 进行正交尺度变换,得到变

换后数据序列 ST y (k ) 和 STN i
(k ) ;

　　5) 对变换后数据采用最小二乘参数估计法估

计出参数 a i;

　　6) 将参数 a i 代入式 (5) , 得到系统脉冲响应函

数.

4　应用实例
　　以全数字直流调速系统为实验对象. 已知直流

电机转速与电枢电压间的传递函数为

G (s) =
K

T m T ls
2 + T m s + 1

.

其中: 电机系数 K = 7. 576, 机电时间常数 T m =

0. 2 s, 电磁时间常数 T l = 0. 03 s,系统动态过程为

1 s. 该系统经离散化 (加零阶保持环节,采样周期 T

= 0. 01 s) z 传递函数为

G (z ) =
0. 056z - 1 - 0. 006z - 2 - 0. 051z - 3

1 - 2. 703z - 1 + 2. 419z - 2 - 0. 717z - 3.

　　系统离散脉冲响应过程 (权序列) 如图 1所示.

图 1　系统脉冲响应序列

　　首先用常规的相关分析法进行估计. 输入数据

是 300个伪随机二进序列 (PRBS) ,干扰 v 为白噪声

序列 (标准差 Ρ = 0. 1) ,得到的估计曲线如图 2中虚

线所示. 经计算,相关分析法所得结果平均误差 eγ =

0. 043 5,估计误差较大,结果不能令人满意.

　　然后以本文提出的算法进行估计. 以墨西哥草

帽小波 Ω( t) = (1 - t2) e- t2ö2为逼近基,基小波个数

I = 100; 以 db5 小波为正交尺度变换函数, 取实验

数据长度 K = 300;输入序列 u 为零均值随机序列,

同样取干扰 v 为白噪声序列 (标准差 Ρ= 0. 1). 所得

估计曲线如图 2中实线所示. 与相关分析法相比,辨

2911

控　　制　　与　　决　　策 第 19 卷



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

识精度有了明显的改善.

图 2　本文方法与相关分析法的对比

　　为反映尺度变换对提高估计精度的功效,尺度

变换前后的误差曲线如图 3所示. 经计算,尺度变换

前平均估计误差 eγ2 = 0. 005 9,尺度变换后平均误差

eγ3 = 0. 002 2. 由此可见, 尺度变换能有效地抑制干

扰的影响, 提高输出信号的信噪比, 从而进一步降

低估计误差,更好地逼近系统真实的脉冲响应过程.

图 3　尺度变换前后辨识误差对比

实验结果验证了该算法的正确性和实用性.

5　结　　语
　　本文提出用紧支非正交小波作为基函数逼近系

统脉冲响应过程,并证明了经正交尺度变换后系统

干扰将得到有效的抑制,从而可提高系统的辨识精

度. 理论分析和实验结果验证了算法的正确性和实

用性. 小波基具有良好的时频联合局部性,其辨识结

果具有明确的频域物理意义,并能有效地跟踪时变

系统的参数变化. 该算法如能结合递推算法 (如递推

最小二乘法、随机梯度算法等) ,便可应用于时变系

统的过程估计. 因此,该算法在一些复杂的非参数辨

识领域 (如工业生产过程)具有良好的应用前景.
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