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一类非线性两层规划问题的递阶优化解法

郑丕谔, 赵玉超, 刘国宏, 李瑞波
(天津大学 系统工程研究所, 天津 300072)

摘　要: 提出一种求解一类非线性两层规划问题的新方法. 通过引入解耦向量将非线性两层规划问题分解为独立且

易于求解的子问题,利用两级递阶结构第 1级求解若干优化的子问题,而在第 2级利用第 1级求解的结果调整解耦

向量. 所提出的方法借助于分解2协调原理并按迭代方式最终求得问题的最优解. 对于含整数的规划问题,通过连续

化处理后也可按该方法方便地求解. 算例表明所提出的算法是简便而有效的.
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Abstract: A novel m ethod fo r a class of non linear b ilevel p rogramm ing p rob lem s is p ropo sed. By in troducing a

decoup ling vecto r, a b ilevel p rogramm ing p rob lem is decompo sed in to independen t op tim ization sub2p rob lem s, w h ich

are easily so lved at level 1 of a tw o2level h ierarch ical structu re. A t level 2 the decoup ling vecto r is then updated

using so lu tions from level 1. Based on decompo sit ion2coo rdination p rincip le, the p ropo sed m ethod can finally so lve

the op tim al so lu tion of the b ilevel p rogramm ing p rob lem in an itera t ive fash ion. Fo r p rogramm ing p rob lem s w ith

in tegers, con tinualizat ion techn ique is emp loyed and con tinualized p rob lem s can be easily so lved using the p ropo sed

m ethod. N um erical examp les are used to demonstra te simp licity and effectiveness of the p ropo sed m ethod.
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1　引　　言
　　在管理科学、决策科学、系统科学、经济学等学

科中,经常会遇到非线性两层规划问题. 对于这类问

题的求解方法,例如网格搜索法、模拟退火法等,文

献[ 1 ]已有总结与评价. 这些方法基本上都局限于某

种特殊结构,或局限于求局部最优解. 文献 [ 2 ]利用

混合遗传算法,只是求解了一种特殊结构的两层规

划问题. 对于非线性含整数的两层规划问题,解决的

方法则更少见. 文献[ 3 ]探讨了一种模拟退火与内罚

函数相结合的方法. 文献[ 4 ]将两层规划问题转化为

单目标问题后再进行求解. 上述方法在实际运用中

都比较繁琐,并且当决策变量的维数和约束条件数

较大时,更是无能为力.

　　本文提出一种新颖的算法,可以简便地求出一

类非线性两层规划问题的全局最优解,并可解决含

整数的规划问题.
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　　考虑如下形式的非线性两层规划问题:

m in
x

F (x , y ) , (1a)

s. t. G i (x , y ) ≤ 0, i = 1, 2,⋯,m 1; (1b)

m in
y

f (x , y ) , (1c)

s. t. g j (x , y ) ≤ 0, j = 1, 2,⋯,m 2. (1d)

其中: x ∈R n1 , y ∈R n2 , F : R n1 ×R n2→R 1, f : R n1 ×

R n2 → R 1. 假定上下级目标函数和约束条件均为凸

的.

2　两层规划问题的分解
　　 为分解两层规划问题, 对问题 (1) 引入解耦向

量[5 ]

z = u (x , y ) , z ∈R m ,m ≤ n1 + n2. (2)

于是,问题 (1) 可分解成下面两个优化问题:

m in
x

F (x , z ) , (3a)

s. t. G i (x , z ) ≤ 0, i = 1, 2,⋯,m 1; (3b)

m in
y

f (z , y ) , (3c)

s. t. g j (z , y ) ≤ 0, j = 1, 2,⋯,m 2. (3d)

　　可以看出,当 z 为固定值时,问题 (3) 是两个独

立的优化子问题. 通过设计二级递阶结构并应用分

解 2协调原理,它们很容易求解.

3　分解 2协调递阶优化算法
　　对于问题 (3) ,当选择 z 为协调向量时,可安排

在二级递阶结构内求解,如图 1所示.

图 1　求解两层规划问题的递阶结构

　　求解算法可简述如下:

　　1) 在递阶结构的协调级猜测协调向量 z = [z 1,

z 2 ]T 的初始值,并送到第 1级.

　　2) 根据已知的 z 值,在第 1级求解两个独立的

规划问题,并把结果 x 和 y 送回协调级.

　　3) 首先根据预估原理, 在协调级按式 (4) 调整

协调向量 z ,即

z 1

z 2

k+ 1

=
y

x

k

, (4)

其中 k 为迭代次数. 然后检查算法的收敛性,即

‖z k+ 1 - z k‖≤ Ε. (5)

其中:‖A ‖为A 的 22范数, Ε为精度要求. 如果式

(5) 不成立,则将调整后的协调向量 z 送回第 1级,

返回 2) 继续求解,直到收敛为止.

4　非线性两层规划问题求解
　　对于一般的非线性两层规划问题,可直接按上

述步骤进行求解. 对于第 1级问题的求解,已有多种

成熟的方法可用. 而求解非线性两层整数规划或混

合整数规划问题,则需引入连续化技术.

　　考虑如下无约束的整数规划问题:

　　U P I: m in
x∈X I

f (x ) , (6)

其中: X 为R n中的有界闭箱, X I 表示X 中的整数全

体. 设有一常数 Λ,则相应的连续化问题可表示为

　　U PΛ: m in
x∈X

f (x ) + Λ∑
n

i= 1
sin2Πx i. (7)

若 x 3 是U PΛ的全局解,则当Λ足够大时, x 3
I 将十分

接近 x 3 . 这里 x 3
I ∈X I ,且 x 3

I 为U P I 的解. 对此,文

献[ 6 ] 给出了严密的论证, 而且证明了对于有约束

的情况,上述连续化方法是可行的.

　　当问题 (1) 的变量为整数时, 即 x ∈ R n1I , y ∈

R n2I (R n1I 和R n2I 表示R n中的整数点,且为有界闭箱) ,

在引入解耦向量 (2) 将问题分解后, 可得到两个独

立的整数规划问题;然后应用连续化技术,将它们分

别转化为下面两个连续化后的优化问题:

m in
x

F (x , z ) + Λ1∑
n1

k= 1
sin2Πx k , (8a)

s. t. G i (x , z ) ≤ 0, i = 1, 2,⋯,m 1; (8b)

m in
y

f (z , y ) + Λ2∑
n2

k= 1
sin2Πy k , (8c)

s. t. g j (z , y ) ≤ 0, j = 1, 2,⋯,m 2. (8d)

其中: x ∈R n1 , y ∈R n2. 对问题 (8) 引入松弛向量w

= (w 2
1,w 2

2,⋯,w 2
m 1

) , v = (v 2
1, v 2

2,⋯, v 2
m 2

) , 不等式约

束可转化为如下等式约束[7 ]:

G i (x , Α) + w 2
i = 0, i = 1, 2,⋯,m 1;

g j (Β, y ) + v 2
j = 0, j = 1, 2,⋯,m 2.

(9)

于是,问题 (8) 的拉格朗日函数可构造为

L (x , y , z 1, z 2, Λ, Κ, Θ) =

L ′(x , y , z 1, z 2, Κ, Θ) +

Λ1∑
n1

k= 1

sin2Πx k + Λ2∑
n2

k= 1

sin2Πy k. (10)

其中

L ′(x , y , z 1, z 2, Κ, Θ) =

F (x , z 1) + f (z 2, y ) + ΚT
1 (G i (x , z 1) +

w i) + ΚT
2 (g j (z 2, y ) + v j ) +

ΘT
1 (z 2 - x ) + ΘT

2 (z 1 - y ).

在最优解处, ý L ′(x , y , z 1, z 2, Κ, Θ) = 0, 二阶导数

ý 2L ′(x , y , z 1, z 2, Κ, Θ) 是正定的[7 ]. 显然, 问题 (8)
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不具备全局凸性的条件,但它具有局部凸性.

　　对于上述结论, 可证明如下: 因为拉格朗日函

数的H essen 阵为

ý 2L (x , y , z 1, z 2, Λ, Κ, Θ) =

ý 2L ′(x , y , z 1, z 2, Κ, Θ) +

2Π2Λ1∑
n1

k= 1
co s 2Πx k + 2Π2Λ2∑

n2

k= 1
co s 2Πy k ,

式中 ý 2L ′(x , y , z 1, z 2, Κ, Θ) 是正定的. 可见, H essen

阵的正定性取决于上式最右边两项

2Π2Λ1∑
n1

k= 1
co s 2Πx k 和 2Π2Λ2∑

n2

k= 1
co s 2Πy k.

由连续化定理可知,在最优解处, x 和 y 的值将十分

接近整数点,因此H essen 阵的最右边两项在最优解

的某邻域内处处正定. 当 Λ1 和 Λ2 足够大时, H essen

阵在最优解的某邻域内处处正定. 因此,问题 (8) 具

有局部凸性. 由局部对偶性的定义[7 ] ,满足局部对偶

理论.

5　算　　例
　　选用文献[ 8 ] 的算例,经过连续化处理后,按本

文提出的方法用两级递阶结构求解. 第 1 级的求解

可用M atlab 的优化工具箱,协调级按式 (4) 调整协

调向量. 选用的算例如下:

　　上层问题

m in
x

(x 1 - 30) 2 + (x 2 - 20) 2 - 20y 1 + 20y 2,

s. t. x 1 + 2x 2 ≤ 30, x 1 + x 2 ≥ 20,

　0≤ x 1 ≤ 15, 0≤ x 2 ≤ 15;

　　下层问题

m in
y

(x 1 - y 1) 2 + (x 2 - y 2) 2,

s. t. 0≤ y 1 ≤ 10, 0≤ y 2 ≤ 10.

　　引入解耦变量 z 1 = y 1, z 2 = y 2, z 3 = x 1, z 4 =

x 2,原问题可分解为两个独立的混合整数规划问题.

对整数变量 x 1和 y 1进行连续化处理后,转化为如下

两个连续型优化问题:

m in
x

(x 1 - 30) 2 + (x 2 - 20) 2 -

　　20z 1 + 20z 2 + Λ1∑
2

k= 1
sin2 Πx k ,

s. t. x 1 + 2x 2 ≤ 30, - x 1 - x 2 ≤- 20,

　　z 3 = x 1, z 4 = x 2,

　　0≤ x 1 ≤ 15, 0≤ x 2 ≤ 15;

　m in
y

(z 3 - y 1) 2 + (z 4 - y 2) 2 + Λ2∑
2

k= 1
sin2Πy k ,

　s. t. z 1 = y 1, z 2 = y 2,

　　　0≤ y 1 ≤ 10, 0≤ y 2 ≤ 10.

　　给定初值 z = [ 10 10 15 15 ]T ,经过 3次迭代计

算后满足收敛条件,得到的最优结果为: x 1 = 15, x 2

= 7. 5, F = 331. 25; y 1 = 10, y 2 = 7. 5, f = 25. 判别

收敛的条件为 ‖A ‖ ≤ 0. 000 1, 其中 A =

[z 1 - y 1　z 2 - y 2　z 3 - x 1　z 4 - x 2 ]T , Λ1和 Λ2的

赋值为 400.

6　结　　论
　　本文提出一种求解非线性两层规划问题的新方

法,通过引入解耦向量将非线性两层规划问题分解

成多个独立且易于求解的子问题,经过协调以迭代

方式最终达到规划问题的解. 对于复杂且维数大的

非线性两层规划问题,不论含有或不含整数,都可按

该方法方便地求解. 但对于含整变量的非线性问题,

由于连续化使问题只满足局部凸性,该方法只能求

出局部最优解.
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　　染色体 3:

　
a 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 3 3

b 7 6 11 3 10 12 1 9 2 5 4 8

图 1　染色体 1对应的甘特图

图 2　染色体 2对应的甘特图

图 3　染色体 3对应的甘特图

其中 a 和 b 分别表示第 1部分和第 2部分的染色体

编码. 染色体 1, 2, 3所对应的调度甘特图分别如图 1

～ 图 3所示.

　　文献[ 5 ] 中最优生产周期为 18,而遗传算法得

到的更优调度解为 17,体现了遗传算法强大的搜索

能力. 从最优染色体的编码及甘特图可以看出,若某

一染色体中相邻位置的基因具有较优的性质, 则包

含该顺序的其他染色体也有较好的适应值, 并反映

出染色体编码与解码的相互对应关系. 这不仅为利

用遗传算法解决 FJSP 调度问题提供了一定的理论

依据, 而且有助于对分部遗传算子设计方法的深入

理解.

5　结　　论
　　本文通过分析 FJSP 问题的特点, 提出一种新

的遗传调度算法. 该算法利用分部编码方法及分部

遗传算子,有效地保证了遗传后代的可行性,并能较

快地得到最优调度方案,有利于生产计划与实际生

产调度相结合,提高机器利用率,缩短生产周期.
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