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基于扩张观测器的非线性不确定系统输出跟踪

王新华, 陈增强, 袁著祉
(南开大学 自动化系, 天津 300071)

摘　要: 针对一类非线性不确定系统,设计出一种高增益扩张观测器,该观测器具有抗干扰性,可用于观测信号的 n

阶导数. 在此基础上设计了一种控制器,使得跟踪误差及其各阶导数在不确定及扰动存在的情况下仍能迅速收敛. 仿

真结果表明,这种控制方法对于非线性不确定系统具有良好的控制效果.
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Abstract: A h igh2gain ex tended observer is designed fo r a class of non linear uncerta in system s. T h is observer has

the ab ility of at tenuating distu rbances, and can be used to est im ate derivatives of o rder n of a given signal. T he

con tro ller based on th is ex tended observer can m ake the track ing erro r and its derivates converge to zero rap idly

w hen uncerta in t ies and distu rbances ex ist. T he resu lt of sim ulation indicates that th is m ethod has satisfacto ry

con tro lling effect fo r non linear uncerta in system s.
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1　引　　言
　　非线性系统理论一直成为控制领域研究的重

点[1～ 5 ],而非线性不确定系统输出跟踪问题则是当

前研究的热点课题,并已提出多种控制方法. 在实际

中,被跟踪信号的各阶导数一般是不可测的,这为控

制器设计增加了难度. 文献[ 3～ 5 ]在被跟踪信号及

其各阶导数可测的情况下研究输出跟踪问题. 大多

数状态观测器对于非线性系统观测效果较差,并且

速度较慢. 文献[ 3 ]采用高增益观测器和变结构控制

方法对非线性系统进行输出反馈跟踪,输入信号及

各阶导数假设可测,但对不确定系统跟踪的效果较

差. 文献[ 6, 7 ]设计的扩张状态观测器具有很强的观

测精度和抗干扰性,但未从理论上证明其收敛.

　　本文针对非线性不确定系统的上述问题,设计

出一种高增益扩张观测器,并证明其稳定性,使其具

有较高的收敛速度和观测精度; 在此基础上设计了

一种控制器,使被控对象的输出误差收敛速度和精

度都能满足较高的要求.

2　问题分析
　　本文研究的非线性不确定系统形式如下:
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x
(n) = f (x , xα,⋯, x

(n- 1) , t) + bu ,

y = x.
(1)

其中: f (x , xα,⋯, x
(n- 1) , t) 包括不确定项及扰动信

号,且存在一阶导数; b为不等于 0的常数. 参考输入

信号为 y d ,且其各阶导数不可测.

　　设 x 1 = x , x 2 = xα= xα1, xα2 = x 3 = x ″,⋯, xαn- 1

= x n = x
(n- 1) ,则 xαn = x

(n) = f (x 1,⋯, x n , t) + bu.

设 x n+ 1 = f (x 1,⋯, x n , t) , xαn+ 1 = (f (x 1,⋯, x n , t) ) ′

= g (x 1,⋯, x n , t) ,且 ûg (x 1,⋯, x n , t) û + ûy
(n+ 1)
d û≤

M , 0≤M < + ∞,则系统 (1) 可变形为

xα1 = x 2,

　　�
xαn- 1 = x n,

xαn = x n+ 1 + bu ,

xαn+ 1 = g (x 1,⋯, x n , t) ,

y = x 1.

(2)

输入输出误差系统为

eα1 = e2,

　　�
eαn- 1 = en,

eαn = en+ 1 + bu ,

eαn+ 1 = g (x 1,⋯, x n , t) - y
(n+ 1)
d .

(3)

其中

e ( t) = [e1　⋯　en+ 1 ]T =

[x 1 - y d ,⋯, x n - y
(n- 1)
d , x n+ 1 - y

(n)
d ]T.

式 (2) 中 xαn = x n+ 1 + bu 两边同时与 y
(n)
d 相减,即得

到式 (3) 中 eαn = en+ 1 + bu.

3　状态扩张观测器的设计

　　令 sn+ 1 + h 1sn + ⋯ + h ns + hn+ 1 = 0与∏
n+ 1

i= 1

(s

+ Κi) = 0等价,且Κ1, Κ2,⋯, Κn+ 1均为互不相等的正

实数. 令

Κ= m in{Κ1, Κ2,⋯, Κn+ 1},

A =

-
h 1

Ε 1 ⋯ 0

� � ω �

-
hn

Εn 0 ⋯ 1

-
h n+ 1

Εn+ 1 0 ⋯ 0

,B =

0

�
0

1

. (4)

对于上述矩阵A ,存在范德蒙矩阵 T 满足下列关系:

A = T diag [ - Κ1öΕ,⋯, - Κn+ 1öΕ]T - 1. (5)

　　定理 1　针对误差系统 (3) ,设计扩张状态观测

器形式如下:

e
⌒
õ

1 = e
⌒

2 -
h 1

Ε ( e
⌒

1 - e1) ,

　　　�

e
⌒
õ

n = e
⌒

n+ 1 -
hn

Εn ( e
⌒

1 - e1) + bu ,

e
⌒
õ

n+ 1 = -
h n+ 1

Εn+ 1 ( e
⌒

1 - e1).

(6)

于是有:

1) lim
Ε→0+
‖∆‖ = 0; (7)

　　2) 当 Ε固定时,有

lim
t→+ ∞
‖∆‖≤ ΕM

Κ‖T‖‖T - 1‖. (8)

其中

∆( t) = [∆1　⋯　∆n+ 1 ]T =

[ e
⌒

1 - e1　⋯　e
⌒

n+ 1 - en+ 1 ]T ,

e
⌒

( t) = [ e
⌒

1　⋯　e
⌒

n+ 1 ]T ,

Ε> 0为摄动参数.

　　证明　式 (4) 和式 (3) 的误差系统为

∆α= A ∆ + B (- g (x 1,⋯, x n , t) - y
(n+ 1)
d ). (9)

系统 (9) 的解为

∆( t) = exp (A t) ∆(0) +∫
t

0
exp (A ( t - Σ) ) ×

(- g (x 1,⋯, x n) - y
(n+ 1)
d ) dΣB . (10)

所以

‖∆( t)‖≤

‖exp (A t)‖‖∆(0)‖ +

M ‖∫
t

0
exp (A ( t - Σ) ) dΣ‖‖B ‖≤

‖T d iag{exp (- Κ1

Ε t) ,⋯,

exp (- Κn+ 1

Ε t) }T - 1‖‖∆(0)‖ +

M∫
t

0
‖exp (A ( t - Σ) )‖dΣ‖B ‖≤

‖T‖‖T - 1‖exp (- Κ
Ε t)‖∆(0)‖ +

‖T‖‖T - 1‖M∫
t

0
exp (- Κ

Ε ( t - Σ) ) dΣ‖B ‖≤

‖T‖‖T - 1‖[exp (- Κ
Ε t)‖∆(0)‖ +

M
Ε
Κ (1 - exp (- Κ

Ε t) )‖B ‖ ]. (11)

因为‖B ‖ = 1,‖∆(0)‖有界,所以 lim
Ε→0+
‖∆( t)‖

= 0. 当 Ε固定时, 有 lim
t→+ ∞
‖∆( t)‖≤ ΕM

Κ‖T‖×

‖T - 1‖. □
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　　 设计观测器的目的是使 e
⌒

1 → e1,⋯, e
⌒

n+ 1 →

en+ 1. 这种简单形式的扩张观测器可用于估计信号

的直到 n 阶导数. 虽然一般线性扩张观测器的收敛

速度在接近平衡点时要慢于非线性扩张观测器, 但

引入高增益项后同样能加快收敛速度. 可以看出,所

设计的扩张观测器除了具有观测系统 (3) 误差变量

的作用外,还可通过控制输入 u 来控制系统 (3) , 达

到跟踪的目的.

4　控制器设计
　　定理 2　对于误差系统 (3) ,观测器为式 (6) ,设

滑模变量为

Ρ( t) = e
⌒

n + an- 1 e
⌒

n- 1 + ⋯ + a1 e
⌒

1, (12)

其中多项式 sn- 1 + an- 1sn- 2 + ⋯ + a1相对于变量 s

是H u rw itz的. 控制器选为

u = - b- 1 (U 0 sign (Ρ) - ( hn

Εn +

an- 1
hn- 1

Εn- 1 + ⋯ + a1
h 1

Ε ) ( e
⌒

1 -

e1) + e
⌒

n+ 1 + an- 1 e
⌒

n + ⋯ + a1 e
⌒

2). (13)

于是

lim
t→∞
‖e ( t)‖≤ k p Ε , (14)

其中 k p ,U 0,U 均为正常数,且U < U 0.

　　证明　设L yapunov函数为V = Ρ2ö2,则

V
õ

=
1
2

d
d t

Ρ2 =

Ρ( e
⌒
õ

n + an- 1 e
⌒
õ

n- 1 + ⋯ + a1 e
⌒
õ

1) =

Ρ( e
⌒

n+ 1 -
hn

Εn ( e
⌒

1 - e1) + bu +

an- 1 ( e
⌒

n -
hn- 1

Εn- 1 ( e
⌒

1 - e1) ) + ⋯ +

a1 ( e
⌒

2 -
h 1

Ε ( e
⌒

1 - e1) ) ) =

- U 0ûΡû < - U ûΡû. (15)

不等式 (15) 满足滑模条件. 所以存在有限时间[8 ]T 0

= ûΡ(0) ûöU ,当 t≥T 0时,满足Ρ= 0. 由式 (3) 并利

用 Ρ = 0,当 t≥ T 0 时,得

eαn- 1 = en = e
⌒

n - ∆n =

- (an- 1 e
⌒

n- 1 + ⋯ + a1 e
⌒

1) - ∆n =

- {a1 (e1 + ∆1) + ⋯ +

an- 1 (en- 1 + ∆n- 1) } - ∆n =

　　　 - a1e1 - ⋯ - an- 1en- 1 -

　　　a1∆1 - ⋯ - an- 1∆n- 1 - ∆n. (16)

由式 (3) 和 (16) 得

e
～
õ

= A
～

eυ+ H ∆. (17)

其中

eυ= [e1,⋯, en- 1 ]T , ∆ = [∆1,⋯, ∆n+ 1 ]T ,

A
～

=

0 1 ⋯ 0

� � ω �
0 ⋯ ⋯ 1

- a1 - a2 ⋯ - an- 1

,

H =

0 ⋯ 0 0 0

� ω � � �
0 ⋯ 0 0 0

- a1 ⋯ - an- 1 - 1 0

.

(18)

由于矩阵A
～
和A 均为H u rw itz的,对于给定的正定

矩阵Q 1 和Q 2,存在正定矩阵 P 1 和 P 2,满足

P 1A
～

+ A
～

T P 1 = - Q 1, P 2A + A T P 2 = - Q 2.

(19)

令 5 (eυ, ∆) = eυT P 1eυ + ∆T P 2∆, 5 (eυ, ∆) 沿方程 (9) 和

(17) 的解轨线求导,得

5
õ

(eυ, ∆) < - Γ15 (eυ, ∆) , 5 (eυ, ∆) > r1Ε, (20)

其中 Γ1 和 r1 为正常数. 令 r2 > r1,并且定义

8 = { (eυ, ∆) û5 (eυ, ∆) ≤ r2Ε}. (21)

可以看出,存在有限时间 t1,对于 t > t1,满足 5 (eυ, ∆)

∈ 8. 由式 (16) 及 lim
t→+ ∞
‖∆( t)‖ ≤ ΕM

Κ‖T‖ ×

‖T - 1‖,可得lim
t→∞
‖e ( t)‖≤ k p Ε. 其中 k p 为正

常数. □

5　仿真示例
　　考虑二阶非线性系统

xα1 = x 2,

xα2 = co s
Π
2

x 1 - x 1ö3
1 - 4x 1ö3

2 + u ,

y = x 1.

参考信号为 y d = 2sin t. 由式 (2) , (3) 和 (6) 得到误

差扩张观测器

e
⌒
õ

1 = e
⌒

2 -
1

0. 01
( e
⌒

1 - e1) ,

e
⌒
õ

2 = e
⌒

3 -
4

0. 012 ( e
⌒

1 - e1) + u ,

e
⌒õ

3 = -
5

0. 013 ( e
⌒

1 - e1).

设滑模变量为 Ρ( t) = e
⌒

2 + e
⌒

1,控制器为

　　　　u = - (4sign (Ρ) - ( 4
0. 012 +
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　　　　　　 1
0. 01) ( e

⌒
1 - e1) + e

⌒
3 + e
⌒

2).
所得系统输出跟踪误差仿真曲线如图 1所示.

图 1　系统输出跟踪误差仿真曲线

6　结　　语
　　本文针对一类非线性不确定系统,设计出一种

基于扩张观测器的输出跟踪控制器. 由分析及仿真

结果可以看出,该控制器的控制速度和精度都比较

高. 下一步工作是利用状态扩张及中心流形定理,对

非线性非最小相位系统设计观测器,并进行输出跟

踪控制.
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