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离散时间系统变结构控制的趋近律问题

李 文 林
(河南师范大学 数学与信息科学学院, 河南 新乡 453006)

摘　要: 针对离散系统变结构控制,提出了两个新的滑模趋近律. 应用该趋近设计变结构控制系统,其原点的稳定性

和系统的平稳性都优于指数趋近律和比例- 等速- 变速趋近律. 通过仿真例子对此进行了验证.
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Abstract: Tw o new reach ing law s fo r discrete2t im e variab le structu re con tro l system s are p ropo sed. By app lying the

p ropo sed con tro l law to discrete2t im e variab le structu re con tro l system s, the stab ility of o rigin and steady of system s

are better than the exponen tia l ra te reach ing law and p ropo rt ional2constan t2variab le rate reach ing law. Sim ulation

resu lts show the effectiveness of the p ropo sed con tro l law s.
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1　引　　言
　　与连续系统相比,离散时间系统滑动模态到达

条件要复杂得多. 20世纪 80年代M ilo savlevic [1 ]提

出了准滑动模态的思想, Do t and Hoft [2 ] , Sap2
tu rk [3 ] , Fu ru ta [4 ]等先后给出了 3 种不等式形式的

到达条件,但这些理论和到达条件在描述离散时间

系统准滑动模态本质运动方面都存在一定的缺陷.

90 年代初,高为炳给出了准滑动模态的完整定义,

指出离散时间系统变结构控制的到达条件应具有 6

个特点,并给出具有这 6 个特点等式形式的指数趋

近律[5, 6 ] ,即

s (k + 1) = (1 - qT ) s (k ) - ΕT sgns (k ). (1)

其中: Ε> 0, q > 0, 1 - qT > 0, T 为采样周期. 该趋

近律较深刻地揭示了离散时间系统变结构控制的运

动机理. 但它仍存在着两个不可忽视的缺点: 1) 该

趋近律无法保证系统运动最终趋于原点, 它有可能

在原点附近形成一个极限环; 2) 没有考虑采样时刻

控制力切换量受限情况, 当‖s (k )‖较大时, 控制

力切换幅度过大,影响运动的平稳性,也会给实际实

现带来困难.

针对缺点 1) , 文献[ 7 ] 提出了利用前一时刻信

息替代当前时刻信息的思想, 但它只对慢变系统有

效, [ 8 ] 则利用了两种趋近律切换的思想: 远离原点

处采用指数趋近律 (1) ,在原点附近采用变速趋近律

　　s (k + 1) = s (k ) - ΕT‖x (k )‖sgns (k ). (2)

但这里也存在一些问题,如离原点远近的界定问题、

两种趋近律交界处控制力突变对系统的影响问题

等;针对上述缺点, 本文提出了两个新的趋近律, 既

保证了原点的稳定性,也改善了系统的动态品质.

2　滑动模态趋近律
　　考虑如下离散时间系统:

x (k + 1) = A x (k ) + B u (k ) (3)
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的变结构控制问题. 其中: x (k ) ∈ R n , u (k ) ∈ R m ,

(A ,B ) 可控.

取切换函数

s (k ) = C x (k ) ,

其中C ∈R m×n的选取,使滑动模态具有良好的稳定

性,这一点容易解决 (从略).

于是,系统 (3) 的稳定性就归结为: 设计合适的

变结构控制律 u (k ) , 以保证滑动模态的到达. 趋近

律 (1) 的优点在于:‖s (k )‖ 较大时, 第 1 项 (1 -

qT ) s (k ) 起主要作用,将 s (k ) 以比例 1 - qT 压缩;

‖s (k )‖较小时,第 2项 (平移项) ΕT sgns (k ) 起主要

作用,两者相辅相成,较好地解决了滑动模态的到达

问题. 但是趋近律 (1) 的平移项是常量平移,无法保

证系统运动最终趋于原点. 文献 [ 8 ] 提出一个改进

方案:‖s (k )‖ 较大时采用指数趋近律 (1) ,

‖s (k )‖较小时采用变速趋近律 (2) ,将原点附近的

常量平移换成变速移动, 保证了系统运动最终趋于

原点. 但是两种趋近律切换,也存在一些问题,如: 1)

切换时刻如何界定和切换如何实施的问题; 2) 两种

趋近律交界处控制力突变, 造成系统动态性能变差

的问题; 3) 与趋近律 (1) 一样没有考虑采样时刻控

制力切换量受限情况.

为解决这些问题,本文提出两个改进的趋近律.

2. 1　改进方案 1

针对指数趋近律 (1) 的缺点 1) 和上面存在的问

题 1) 和 2) ,给出下面一个趋近律:

s (k + 1) =

(1 - qT ) s (k ) - ΕT arctg (‖x‖) õ sgn s (k ). (4)

　　 定理 1　 趋近律 (4) 既可以保持指数趋近律

(1) 快速到达准滑动模态带的长处, 又能保持变速

趋近律 (2) 使系统运动最终到达原点的优点. 并且

克服了文献[ 8 ] 方法 (即两个趋近律切换的方法) 带

来的缺点 1) 和 2).

证明　由罗必达法则,容易算出

lim
‖x‖→∞

arctg (‖x‖) =
Π
2

.

因此,在‖x‖较大,即远离原点处, 本文提出的趋

近律 (4) 可近似表示为

s (k + 1)≈ (1 - qT ) s (k ) - Ε1 sgns (k ) ,

Ε1 = ΕΠT ö2. (5)

这相当于指数趋近律 (1) ,能够保证系统的运动快速

到达准滑动模态带

S Ε = {x (k ) :‖s (k )‖ < Ε1}.

　　 由于切换函数的选择保证了准滑动模态是稳

定的,进入 S Ε的运动将保持在带内,到达原点附近.

再由罗必达法则

lim
‖x‖→0

arctg (‖x‖)
‖x‖ = 1,

即 arctg‖x‖与‖x‖是等价无穷小,所以在原点

附近,式 (5) 又可以近似表示为

s (k + 1)≈ (1 - qT ) s (k ) - ΕT‖x‖sgn s (k ).

这相当于变速趋近律 (2). 由文献 [ 6 ] 的分析, 这将

在原点附近形成一个扇形切换区, 保证系统运动最

终到达原点. □

由此可见, 本文提出的趋近律 (4) 能自动实现

趋近律 (1) 和 (2) 的优势互补,也避免了文献[ 8 ] 两

个趋近律切换产生的问题. 为进一步改善控制效果,

可将式 (4) 中 arctg (‖x‖) 换成 arctg (Α‖x‖) , Α
可根据希望的到达速率和原点的调节精度适当选

择.

2. 2　改进方案 2

针对趋近律 (1) 和文献 [ 8 ] 方法的缺点:

‖s (k )‖较大时,控制力切换幅度‖u (k ) - u (k -

1)‖可能过大,影响运动的平稳性和实际实现困难

的问题,首先对问题产生的原因进行分析.

由趋近律 (1)

s (k + 1) = (1 - qT ) s (k ) - ΕT sgns (k ) =

C x (k ) - qT s (k ) - ΕT sgn s (k ) =

CA x (k - 1) + CB u (k - 1) -

qT s (k ) - Ε3 sgn s (k ). (6)

由系统 (3) 和切换函数的选择

s (k + 1) = C x (k ) = CA x (k ) + CB u (k ). (7)

将式 (6) 与 (7) 相减,可解得

u (k ) - u (k - 1) =

- (CB ) - 1 [CA ∃x (k ) + qT s (k ) +

ΕT sgn s (k ) ], (8)

其中 ∃x (k ) = x (k ) - x (k - 1).

一般情况下, 采样周期 T 较小时, ∃x (k )≈ 0,

ΕT≈ 0,代入式 (8) ,在远离切换面时

‖u (k ) - u (k - 1)‖≈

qT‖ (CB ) - 1‖õ‖s (k )‖. (9)

因此, 当‖s (k )‖较大时, 控制的切换幅度‖u (k )

- u (k - 1)‖就变得很大,这不仅影响运动的平稳

性,实现起来也有困难. 为克服这个缺点, 本文提出

变压缩系数趋近律

s (k + 1) = [ 1 - qλ(k ) T ]s (k ) -

ΕT arctg (‖x (k )‖sgn s (k ) ) , (10)

其中
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　qλ(k ) =

　 2K{ q

qT‖s (k )‖ + K
-

+ ûqT‖s (k )‖ - K
-

û
. (11)

　　定理 2　趋近律 (10) ,可保证系统运动最终到

达原点,同时可保证控制力的切换幅度

‖u (k ) - u (k - 1)‖≤ K = K{ ‖ (CB ) - 1‖.

证明　当 qT‖s (k )‖≤ K{ 时,

qλ(k ) =

2K{ q
qT‖s (k )‖ + K{ - (qT‖s (k )‖ - K{ ) =

2K{ q
2K{ = q.

与式 (9) 的推导相同 (只需将 qλ(k ) 视作指数趋近律

的 q) ,当采样周期 T 充分小时,有

‖u (k ) - u (k - 1)‖≈

qλ(k ) T‖ (CB ) - 1‖õ‖s (k )‖ =

qT‖ (CB ) - 1‖õ‖s (k )‖, (12)

此时

qλ = q≤‖ (CB ) - 1‖K{ = K.

　　当 qT‖s (k )‖≥ K{ 时,有

qλT =

2K{ qT
qT‖s (k )‖ + K{ + (qT‖s (k )‖ - K{ ) =

2K{ qT
2qT‖s (k )‖ =

K{

‖s (k )‖. (13)

由式 (12) ,有

‖u (k ) - u (k - 1)‖≈

qλT‖ (CB ) - 1‖õ‖s (k )‖ =

K{

‖s (k )‖‖
(CB ) - 1‖õ‖s (k )‖ =

‖ (CB ) - 1‖K{ = K.

　　因此趋近律 (9) 保证了‖u (k ) - u (k - 1)‖

≤ K ,适当选择 K{ 即可解决控制力切换幅度过大的
问题.

注意式 (12) ,即 qλT =
K{

‖s (k )‖成立的前提是

qT‖s (k )‖≥ K{ o r
K{

qT‖s (k )‖ < 1. (14)

由式 (13) , (14) 和 qT < 1,当 qT‖s (k )‖≥ K{ 时,

有

　　　qλT =
K{

‖s (k )‖ =
K{

qT‖s (k )‖qT <

　　　 　　 K{

qT‖s (k )‖ < 1.

因此, (1 - qλT ) < 1,可保证系统运动到达准滑动模

态带,并最终到达原点.

另外,由式 (11) 可以看出,当 K{ →∞时,有

qλ(k ) =

2K{ q

qT‖s (k )‖ + K
-

+ ûqT‖s (k )‖ - K
-

û
→ q.

因此趋近律 (11) 可看作是趋近律 (4) 的推广, 它相

当于控制力切换量不受限情况. □

3　仿真例子
　　考虑二阶系统

x (k + 1) = A x (k ) + B u (k ).

这里A =
1. 5 0. 3

1 0. 6
,B =

0

1
.

取切换函数

s (k ) = 2. 5x 1 (k ) + x 2 (k ).

　　分别按指数趋近律 (1) ,变速趋近律 (2) 和本文

给出的两个趋近律 (4) 和 (11) 设计变结构系统. 图 1

～ 图 5是分别按 4种不同趋近律设计变结构控制系

统的仿真结果.

图 1　趋近律 (1) 的状态运动轨线

图 2　趋近律 (2) 的状态运动轨线

图 3　趋近律 (4) 的状态运动轨线
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图 4　趋近律 (10) 的 s (k) , u (k) 情况

图 5　趋近律 (10) 的状态运动轨线

　　对比以上 3种情况的仿真,可以看出,图 2的变

速趋近律, 能保证系统运动趋于原点, 但离原点远

处,振荡较大,平稳性能差;图 1的指数趋近律,离原

点远处运动性能优于变速趋近律情况, 但状态

x 1 (k ) , x 2 (k ) 在原点附近出现等幅振荡,原点附近动

态性能欠佳; 本文给出的趋近律 (4) , 则综合了二者

的优点,稳定性和平稳性都优于二者,并且克服了文

献[ 8 ] 中趋近律切换带来的一系列麻烦. 图 4和图 5

是变压缩系数趋近律 (10) 的仿真情况. 本文提出变

压缩系数趋近律, 较好地解决了采样时刻切换幅度

过大的问题, 从仿真图像可以看出系统运动的平稳

性得到了改善, 状态 x 1 (k ) , x 2 (k ) 的运动曲线更光

滑. 当然, 由于切换力的幅度受到限制, 在远离切换

面时,其快速性不如趋近律 (1) 和 (4).

4　结　　语
　　本文分析了指数趋近律和文献[ 8 ]给出的比例

- 等速- 变速趋近律存在的问题,针对其不足而提

出的两个新的滑模趋近律,综合了指数趋近律和变

速趋近律二者的优势,保证了系统的原点的稳定性.

并解决了控制力切换幅度过大的问题,进一步改善

了系统运动的动态品质.
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第 16届中国过程控制学术年会暨第 4届全国故障诊断与安全性学术会议征文通知

　　第 16届中国过程控制学术年会暨第 4届全国故障诊断与安全性学术会议,将于 2005年 7月 30日至 8月 4日在济南召

开. 本次会议由中国自动化学会过程控制专业委员会主办,控制工程编辑部协办,山东大学控制科学与工程学院、山东省自动

化学会承办。会议期间将评选张钟俊优秀论文奖.

1. 征文范围及征文要求: 见会议主页: h t tp: ööcon tro l. sdu. edu. cnöcpcc2005.

2. 论文出版:所有录用论文将以《控制工程》期刊和《山东大学学报》正刊和增刊的形式发表.

3. 投稿截止日期: 2005年 2月 15日; 录用ö不录用通知日期: 2005年 3月 15日;最终论文截止日期: 2005年 4月 15日.

5. 投稿地址:山东大学南校区控制科学与工程学院过程控制会议秘书处收　　邮政编码: 250061

联系人: 柯晶、刘云霞;　　联系电话: 053128392614, 053128392591;　　传真: 053128392205

E-ma il: jke@ sdu. edu. cn (柯晶) , yunx ialiu@ 126. com (刘云霞)
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