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摘　要: 从属性集互信息的角度分析了粗糙集理论的属性约简问题. 首先在互信息的基础上定义了一个新的属性子

集的冗余性和协同能力度量——属性子集的冗余协同系数; 然后将它作为属性约简度量,提出了基于 Beam 搜索的

粗糙集属性约简算法. 实验表明属性约简算法具有良好的运行效果.
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Abstract: T he attribu te reduction p rob lem fo r rough set is analyzed by the m utual info rm ation of attribu te set.

Based on m utual info rm ation, the redundancy2synergy coefficien t of at tribu te set, a novel m easure fo r redundancy

and synergist ic ab ility of at tribu te set, is defined. T hen, a Beam search based attribu te reduction algo rithm fo r

rough set is p resen ted, w here the redundancy2synergy coefficien t is taken as the attribu te reduction m easure. Exper2
im en ts show that the new algo rithm yields satisfying attribu te reduction resu lts.
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1　引　　言
　　粗糙集理论是由 Paw lak 提出的[1 ] ,它通过属性

约简和值约简得到分类规则. 最小属性约简是一个

N P2hard 问题[2 ]. 得到最小属性约简最直接的方法

就是采用完全搜索算法,如分支界限法[3, 4 ]等,但随

着数据集维数的增大,必将导致算法运行时间的增

加. 目前, 通常采用求核集的方法进行属性约

简[5～ 7 ]. 核集通过完全搜索策略找到最优约简,或通

过启发式策略找到一个次优约简. 这类算法用于小

属性集较为合适,对于大属性集,尤其是没有核集的

大属性集,往往耗费大量的运算时间,或产生一个很

差的约简结果.

文献[ 8, 9 ]提出了粗糙集理论概念的信息熵表

达. 本文则从属性集互信息的角度分析粗糙集理论

的属性约简问题,并定义一个属性子集的冗余性和

协同能力度量——冗余协同系数. 文献 [ 10 ]提出了

基于Beam 搜索[10 ]的粗糙集属性约简算法,它以冗

余协同系数作为属性子集选择度量. Beam 搜索算

法可看作是完全搜索算法的一个简化. 它是一个启

发式搜索算法,具有多项式时间复杂度的特点.
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2　理论框架
2. 1　基于互信息的粗糙集概念分析

定义 1　信息系统 IS = 〈U , R ,V , Ν〉. 其中: U

为论域; R = F ∪D 为属性集合, F = {f 1, f 2,⋯,

f p } 为条件属性集, p = ûF û ,D = {P } 为决策属性

集, P 为决策属性; V = ∪
f ∈R

V f , V f 表示属性 f 的值

域; Ν: U ×R →V 为一个信息函数.

定义 2　A Α F , IND (A ) 表示A 上的不可分辨

关系. f ∈A ,如果 IND (A ) = IND (A - {f }) ,则称

f 在A 中为可去除属性;否则,称 f 在A 中为不可去

除属性 (或必要属性). 所有A 中的必要属性组成的

集合称为A 的核,记为CO R E (A ).

A (A Α F ) 可看作是定义在由U 的子集组成的

Ρ2代数上的一个随机变量,设A 在U 上导出的划分

为 Y ,U öIND (A ) = Y = {Y 1, Y 2,⋯, Y a}. 其概率分

布可表示如下:

[Y ; p (õ) ] =
Y 1 Y 2 ⋯ Y a

p (Y 1) p (Y 2) ⋯ p (Y a)
.

(1)

其中: p (õ) 表示概率密度函数, p (Y j ) = ûY j ûöûU û ,

j = 1, 2,⋯, a , û õ û 表示基数.

定义3　A Α F ,如果任意属性 f ∈A , f 在A 中

为必要属性,则称A 为独立的;否则,称A 为相依的.

定义4　A Α B Α F ,如果 IND (A ) = IND (B ) ,

称A 为B 的一个等价属性子集; 如果 IND (A ) =

IND (B ) ,且A 为独立的,则称A 为B 的一个约简,记

作R ED (B ). 有COR E (B ) = ∩R ED (B ).

定义 5　条件属性集F 与决策属性P 之间的互

信息[11 ] 记为

I (F ; P ) = I (P ) - E (P ûF ). (2)

式中: I (F ; P ) 为F 和P 之间的互信息, I (P ) 为类属

性 P 的期望信息 (熵) , E (P ûF ) 为类属性 P 的条件

熵.

设P 和F 在U 上导出的划分分别为U öIND (P )

= {X 1, X 2,⋯, X u},U öIND (F ) = {Y 1, Y 2,⋯, Y v }.

I (P ) 和 E (P ûF ) 可以分别由下式计算:

I (P ) = - ∑
u

i= 1
p (X i) log2p (X i) =

　　　 - ∑
u

i= 1

ûX iû
ûU û log2

ûX iû
ûU û , (3)

E (P ûF ) = - ∑
u

i= 1
∑

v

j= 1

ûX i∩ Y j û
ûU û log2

ûX i ∩ Y j û
ûY j û .

(4)

　　单调性: A Α B Α F ,则 I (A ; P ) ≤ I (B ; P ) [11 ].

引理 1　 如果 A Α B Α F , 则 IND (A ) =

IND (B ) Ζ E (P ûA ) = E (P ûB ).

证明 　1) 充分性 ( IND (A ) = IND (B ) ]
E (P ûA ) = E (P ûB ) ) ,A Α B 且 IND (A ) =

IND (B ) , 说明 A 和 B 导出完全相同的划分, 设

U öIND (P ) = {X 1, X 2,⋯, X u},U öIND (A ) =

U öIND (B ) = {Y 1, Y 2,⋯, Y v }, 根据式 (4) , 易证

E (P ûA ) = E (P ûB ).

2) 必要性 ( IND (A ) ≠ IND (B ) ] E (P ûA ) ≠

E (P ûB ) 或 E (P ûA ) = E (P ûB ) ] IND (A ) =

IND (B ) ). 取 IND (A ) ≠ IND (B ) ,设U öIND (P ) =

{X 1, X 2,⋯, X u},U öIND (A ) = {YA 1, YA 2,⋯,

YA va}, U öIND (B ) = {YB 1, YB 2,⋯, YB vb}. 因为 A

Α B , 根据属性子集在U 上划分的定义,B 在U 上的

划分可看作是基于属性子集B 2A 对A 在U 上划分

的进一步细分, 因此至少存在一个等价类被属性子

集B 2A 划分. 设等价类 YA j (YA j ∈U öIND (A ) ) 被

划分为 YB j1, YB j 2,⋯, YB jb (YB j1, YB j 2,⋯, YB jb ∈

U öIND (B ) ) ,得 YB j 1 ∪ YB j 2 ∪⋯∪ YB jb = YA j ,

ûYB j1û + ûYB j 2û + ⋯ + ûYB jbû = ûYA j û , (YB j 1∩

X i) ∪ (YB j2∩X i) ∪⋯∪ (YB jb∩X i) = (YA j∩

X i) , ûYB j1 ∩X iû + ûYB j 2 ∩X iû + ⋯ + ûYB jb∩

X iû = ûYA j ∩X iû . 而

E (P ûA ) - E (P ûB ) =

∑
v

j = 1
∑

u

i= 1
∑

jb

k= 1

ûX i∩ YB jk û
ûU û log2

ûX i ∩ YB j kû
ûYB j k û -

ûX i∩ YA j û
ûU û log2

ûX i∩ YA j û
ûYA j û . (5)

利用递推方法易证等式 (5) > 0, E (P ûA ) ≠

E (P ûB ) ,所以必要性成立. 综合可证引理 1成立. □

定理 1　A Α B Α F , IND (A ) = IND (B )

Ζ I (A ; P ) = I (B ; P ).

根据互信息的定义和引理 1简单可证.

推论 1　A Α B Α F , I (A ; P ) = I (B ; P ) ,则A

为B 的等价属性子集.

定理2　如果 I (A ; P ) = I (B ; P ) ,且A 独立,则

A 为B 的一个约简的充分必要条件是A Α B Α F.

根据定义 4和定理 1简单可证.

定理3　A Α F ,如果 I (A ; P ) > I (A - {f û f ∈

A }; P ) Ζ f 为A 的必要属性.

根据单调性,定义 2和定理 1简单可证.

定理 4　A Α B Α F ,如果 I (A ; P ) = I (B ; P ) ,

则B 的必要属性也是A 的必要属性.
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证明　设 f (f ∈B ) 是B 的一个必要属性, I (B

- {f }; P ) < I (B ; P ) , 如果 f | A , 则 A Α B -

{f }, 根据单调性得 I (A ; P ) < I (B ; P ) , 与条件矛

盾, 所以 f 必定属于A ; 又因为 I (B - {f }; P ) <

I (B ; P ) = I (A ; P ) ,A - {f } Α B - {f },从而 I (A

- {f }; P ) ≤ I (B - {f }; P ) < I (A ; P ) ,所以 f 为

A 的必要属性. □

定理 5　A Α B Α F ,如果 I (A ; P ) = I (B ; P ) ,

则A 中至少有一个B 的约简.

根据单调性和定义 4简单可证.

定理 6　A Α B Α F ,如果 I (A ; P ) = I (B ; P ) ,

则A 的约简必为B 的约简.

根据单调性和定义 4简单可证.

2. 2　属性子集冗余协同系数

根据信息编码理论,B renner 等人定义了冗余

协同指数作为两个神经元 f 1和 f 2 传递刺激 P 的信

息组合协同能力和冗余度度量[12 ]. 这里从信息量熵

的角度描述属性子集的冗余程度和组合协同能力,

称为冗余协同系数. 它是冗余协同指数的扩展,是一

个相对信息度量的概念. 其取值范围为 (0,∞) [13 ].

冗余协同系数越小,属性的组合能力越弱,说明属性

间包含类信息的冗余越大,可被删除的属性越多,而

保持互信息不减少.

定义 6　A (A = {f iû f i ∈A , i = 1,⋯, a}) F ,

R SC (A ) 称为属性子集A 的冗余协同系数, 其计算

如下:

R SC (A ) =
I (A ; P )

∑
a

i= 1

I (f i; P )
. (6)

　　 定理 7　 如果 A 为 B 的等价属性子集, 则

R SC (A ) ≥R SC (B ).

根据定义 2和冗余协同系数的定义简单可证.

定理8　对于属性子集A Α F ,A = {f 1, f 2,⋯,

f a},如果 I (f 1; P ) < I (f 2; P ) < ⋯ < I (f a; P ) ,且

I (A - {f iû i = 1, 2,⋯, a}; P ) = I (A ; P ) , 则

R SC (A - {f 1}) < R SC (A - {f 2}) < ⋯ < R SC (A

- {f a}) < R SC (A ).

证明　因为A 中属性按互信息从小到大排列,

因此∑
a

i= 1
I (f i; P ) - I (f i; P ) , i = 1, 2,⋯, a从大到小

排列;而 I (A - {f i}; P ) = I (A ; P ) ,根据R SC的定

义, R SC (A - {f i}) 从小到大排列. □

3　属性约简算法
　　粗糙集属性约简就是要搜索到初始属性集 F

的尽可能小的等价属性子集. 冗余协同系数是属性

集的一个属性协同表达类属性的冗余性和协同能力

的度量,冗余协同系数越小, 冗余度越大, 越可能找

到一个更小的F 的等价属性子集. 因此,将冗余协同

系数作为属性子集选择度量. 结合Beam 搜索算法,

提出了以冗余协同系数为度量的粗糙集属性约简算

法, 称为Beam 保持互信息最小化冗余协同系数方

法 (BEMM IM R SC) ,描述如下:

算法: BEMM IM R SC

输入: IS2信息系统
Beam 2Beam 队列

M 2Beam 宽度

Q ueue2一个队列 öö长度为M 2

输出: F 的约简

Step 1: 将 F 中的属性按照互信息从小到大排

列;

Step 2: 找到M 个冗余协同系数较小的 F 的孩

子等价属性子集,存入Beam ;

Step 3: 清空Q ueue, 对于Beam 中的每个属性

子集,找到其冗余协同系数较小的M 个孩子等价属

性子集,存入Q ueue;

Step 4: 如果Q ueue 为空, 转 Step 6; 否则, 转

Step 5;

Step 5: 清空Beam ,从Q ueue 中选择M 个冗余

协同系数较小的属性子集存入Beam ,转 Step 3;

Step 6: 输出Beam 中的所有属性子集.

在BEMM IM R SC 中首先将初始属性集 F 中的

属性按照互信息从小到大排列. 根据定理 8,运用这

个排列只需要找到每个父属性子集的前M 个孩子

等价属性子集, 而不需考虑这个父属性子集所有的

孩子属性子集. 因此, 节约了大量的运算时间. 在

Step 3中,需要为每个Beam 中的属性子集找到M 个

孩子等价属性子集, 有时可能会出现找到的孩子等

价属性子集数小于M ,这种情况可忽略; 同时,为了

防止属性子集被重复评价,本文采用与ABB 算法相

同的孩子属性子集产生框架处理这个问题[4 ]: 一个

Beam 中的属性子集可以用一个 1 和 0 的序列表示

(如F 为一个全 1序列) , 1表示属性子集包含相应的

属性,反之 0表示不包含;在序列中从左往右找到最

后一个 0作一个标记 (F 的标记在最左边) ; 通过依

次删除标记右边的一个属性依次产生孩子属性子

集. 注意,当M = 1时,BEMM IM R SC是一个典型的

best2f irst启发式算法.
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BEMM IM R SC 属性约简算法的运行时间与两

个因素有关: 1) 属性子集互信息的计算; 2) 被评价

属性子集的个数. 一个属性子集评价的时间取决于

属性子集对U 的划分,可采用散列法进行划分,一个

属性子集的评价时间复杂度为O (m ). 假设属性约

简子集的大小为 r, 则被评价的属性子集个数不大

于 0. 5×M × (p - r) × (p - 1 + r) + p + 1,所

以, BEMM IM R SC的时间复杂度为O (mM p 2). 实际

上,因为通过属性排序和孩子属性子集产生框架减

少了多余的属性子集评价, 因此BEMM IM R SC 的

搜索空间远小于 0. 5×M × (p - r) × (p - 1 +

r) + p + 1. 当M = 1时,BEMM IM R SC 的时间复

杂度为O (m p ).

因 为 BEMM IM R SC 的 时 间 复 杂 度 为

O (mM p 2) ,M 越大,运行时间越多,因此必须选择一

个合适的Beam 宽度平衡运算时间和属性约简质

量. M 的选取原则如下:从小到大选取M ; m 和 p 的

初始值越小,M 的取值可以越大.

4　实　　验
　　 实验选用 10 个 U C I 分类问题数据集对

BEMM IM R SC 进行测试. 它们是: Co rra l,M onk1,

M onk3, Parity5 + 5, Parity5 + 2,V o te,L en ses,

Zoo,M u sh room , Sonar,M 分别取2p , p 和1. ABB算

法用于作为一个比较, 而 F 的互信息作为ABB 的

界.

表 1和表 2为知识约简的结果, 分别记录了属

性约简结果和识别率. 其中识别率的验证采用 10折

交叉验证方法. BEMM IM R SC (M = 2p ) 几乎可以

得到与ABB 算法相同的结果,能够找到多个属性约

简. 即使在M = 1的情况下,BEMM IM R SC 仍能得

到一个好的约简结果. 对于M u sh room ,M = p 找到

了 15个属性约简. 注意,M = p 比M = 1找到更小
表 1　属性约简结果

D ataset BEMM IM RSC (M = 2p ) BEMM IM RSC (M = p ) BEMM IM RSC (M = 1) ABB

Co rral {f 12f 4} {f 12f 4} {f 12f 4} {f 12f 4}

M onk1 {f 1, f 2, f 5} {f 1, f 2, f 5} {f 1, f 2, f 5} {f 1, f 2, f 5}

M onk3 {f 2, f 4, f 5} {f 2, f 4, f 5} {f 2, f 4, f 5} {f 2, f 4, f 5}

Parity5 + 5 {f 22f 4, f 6, f 8} {f 22f 4, f 6, f 8} {f 22f 4, f 6, f 8} {f 22f 4, f 6, f 8}

Parity5 + 2
　

{f 32f 7} (1) {f 1, f 32f 5, f 7} (2)

{f 22f 6} (3) {f 12f 5} (4)

{f 32f 7} (1) {f 1, f 32f 5, f 7} (2)

{f 22f 6} (3)

{f 12f 5}

　
{f 12f 5} (1) {f 1, f 32f 5, f 7} (2)

{f 22f 6} (3) {f 32f 7} (4)

V o te {f 12f 4, f 9, f 11, f 13, f 15, f 16} {f 12f 4, f 9, f 11, f 13, f 15, f 16} {f 12f 4, f 9, f 11, f 13, f 15, f 16} {f 12f 4, f 9, f 11, f 13, f 15, f 16}

L enses {f 12f 4} {f 12f 4} {f 12f 4} {f 12f 4}

Zoo {f 3, f 4, f 6, f 8, f 13} (1)

{f 3, f 4, f 6, f 9, f 13} (2)

{f 3, f 6, f 8, f 10, f 13} (3)

{f 4, f 6, f 8, f 12, f 13} (4)

{f 3, f 6, f 8, f 13, f 16} (5)

{f 4, f 6, f 9, f 12, f 13} (6)

{f 3, f 4, f 6, f 8, f 13} (1)

{f 3, f 4, f 6, f 9, f 13} (2)

{f 3, f 6, f 8, f 10, f 13} (3)

{f 4, f 6, f 8, f 12, f 13} (4)

{f 3, f 4, f 6, f 8, f 13} {f 3, f 4, f 6, f 8, f 13} (1)

{f 3, f 4, f 6, f 9, f 13} (2)

{f 3, f 6, f 8, f 10, f 13} (3)

{f 4, f 6, f 8, f 12, f 13} (4)

{f 3, f 6, f 8, f 13, f 16} (5)

{f 4, f 6, f 9, f 12, f 13} (6)

{f 3, f 6, f 9, f 13, f 16} (7)

M ushroom {f 5, f 20, f 21, f 22} (1)

{f 4, f 5, f 12, f 22} (2)
{f 5, f 8, f 12, f 19, f 20} (1)

{f 5, f 8, f 13, f 19, f 20} (2)

{f 5, f 12, f 19, f 20, f 21} (3)

{f 5, f 13, f 19, f 20, f 21} (4)

{f 5, f 12, f 19, f 20, f 22} (5)

{f 5, f 8, f 12, f 15, f 20} (6)

{f 5, f 13, f 19, f 20, f 22} (7)

{f 5, f 8, f 13, f 15, f 20} (8)

{f 5, f 14, f 19, f 20, f 22} (9)

{f 5, f 15, f 19, f 20, f 22} (10)

{f 5, f 8, f 12, f 20, f 21} (11)

{f 4, f 5, f 8, f 12, f 20} (12)

{f 5, f 8, f 13, f 20, f 21} (13)

{f 4, f 5, f 8, f 13, f 20} (14)

{f 5, f 12, f 15, f 20, f 22} (15)

{f 5, f 8, f 12, f 19, f 20}

—

Sonar {f 10, f 11, f 36, f 48} {f 10, f 11, f 36, f 48} {f 10, f 11, f 12, f 36, f 49} —
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表 2　识 别 率

D ataset BEMM IM RSC (M = 2p ) BEMM IM RSC (M = p ) BEMM IM RSC (M = 1) ABB

Co rral 99 99 99 99

M onk1 97 97 97 97

M onk3 100 100 100 100

Parity5 + 5 93 93 93 93

Parity5 + 2 96 (1) , 96 (2) , 96 (3) , 96 (4) 96 (1) , 96 (2) , 96 (3) 96 96 (1) , 96 (2) , 96 (3) , 96 (4)

V o te 93 93 93 93

L enses 84 84 84 84

Zoo 91 (1) , 92 (2) , 87 (3) ,

89 (4) , 91 (5) , 93 (6)
91 (1) , 92 (2) , 87 (3) , 89 (4) 91

91 (1) , 92 (2) , 87 (3) , 89 (4) ,

91 (5) , 93 (6) , 91 (7)

M ushroom 99 (1) , 96 (2) 98 (1) , 99 (2) , 95 (3) , 93 (4) , 98 (5) ,

97 (6) , 99 (7) , 96 (8) , 93 (9) , 95 (10) ,

93 (11) , 99 (12) , 98 (13) , 94 (14) , 94 (15)

98
-

Sonar 72 72 69 -

　　　　　　　　　　　　　　　　　　表 3　属性约简算法搜索空间大小和运行时间 t m s

D ataset A ll
BEMM IM RSC (M = 2p ) BEMM IM R SC (M = p ) BEMM IM RSC (M = 1) ABB

E v R atio t E v Ratio t E v Ratio t E v Ratio t

Co rral 26 12 0. 188 2 12 0. 188 2 7 0. 109 2 12 0. 188 3

M onk1 26 24 0. 375 13 24 0. 375 13 7 0. 109 4 20 0. 313 19

M onk3 26 32 0. 500 14 32 0. 500 14 7 0. 109 4 20 0. 313 19

Parity5 + 5 210 50 0. 049 385 50 0. 049 385 11 0. 011 50 112 0. 109 406

Parity5 + 2 210 88 0. 086 403 74 0. 072 397 11 0. 011 49 228 0. 223 650

V o te 216 458 0. 007 985 330 0. 005 765 17 0. 000 42 908 0. 014 2 697

L enses 24 5 0. 313 1 5 0. 313 1 5 0. 313 1 5 0. 313 1

Zoo 216 1 790 0. 027 487 1 088 0. 017 375 17 0. 000 5 25 344 0. 387 132 456

M ushroom 222 6 893 0. 000 659 219 3 762 0. 000 369 640 23 0. 000 2 389 - - -

Sonar 260 178 883 0. 000 1 494 828 92 538 0. 000 317 828 61 0. 000 104 - - -

　　注: A ll为整个搜索空间的大小; E v 为搜索空间大小; R atio 为搜索空间压缩率,等于 E v 除以A ll.

更多的约简,而M = 2p 比M = p 有更好的约简结

果,说明M 越大,约简结果越好. 从表3可以看出,属

性约简的结果能够很好地进行值约简, 得到较高的

识别率. 注意,由于 p > 20,ABB 算法运行时间大于

12 h,认为对于M u sh room 和 Sonar不适用.

　　表 3为以上属性约简算法中评价的属性子集数

(搜索空间大小) 和运行时间. 从表 3 可以看出,

BEMM IM R SC 算法能够在较短时间内完成属性约

简. 注意,M 越小,搜索空间和运行时间越小.

5　结　　论
　　通过从互信息角度分析,粗糙集理论的属性约

简问题的实质就是要找到尽量小的初始属性集 F

的等价属性子集. 在定义和分析了属性子集冗余协

同系数的基础上,提出了基于Beam 搜索的启发式

粗糙集属性约简算法—BEMM IM R SC 算法, 与一

般的 best2f irst 算法相比, 它可以找到多个属性约

简,这样可以得到更多的规则,因而可提高识别率.

实验采用了 10 个标准的U C I数据集,从 4 个方面

(约简、识别率、搜索空间大小和运行时间)对BEM 2
M IM R SC 算法进行测试, 属性集大小从 4～ 60, 样

本集大小从 24～ 8 124. 实验表明, BEMM IM R SC

粗糙集属性约简算法能够得到高质量的解 (近似于

最优解) ,特别是对于大属性集.

( 下转第 1217页)
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般次梯度算法 (表中3 号处) ,这是因为迭代步长的

影响. 比较式 (9)和式 (15) ,不难发现,模糊次梯度在

迭代步长 tk 中引入了变量 a ,这可能造成步长的减

小,从而影响了个别情况下算法的短期收敛速度. 但

这种情况并不多见 (15组数据中只出现 3次) ,综合

起来,本文提出的模糊次梯度算法在计算时间几乎

不变的情况下,收敛效果要明显优于一般次梯度算

法.

5　结　　论
　　本文提出的模糊次梯度算法利用一个隶属度函

数给出了历史次梯度的权重系数,从而简单有效地

利用了历史次梯度的信息. 仿真实验表明,与传统的

次梯度算法相比,该算法在基本不增加计算时间的

情况下,可以更有效地抑制振荡现象,其收敛效果明

显优于一般的次梯度算法.
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