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反馈线性的非线性系统的分步输出变结构控制

潘海鹏, 戴文战
(浙江工程学院 自动化系, 浙江 杭州 310033)

摘　要: 针对一类存在参数不确定性的反馈线性的非线性动态系统,通过构造两个滑模流形,即误差跟踪的线性函

数和中间控制变量与其实际值之间的误差,给出了输出跟踪控制律. 并设计一个变结构控制律使闭环系统的轨迹渐

近趋于滑模区,对于所有滑模区上的轨迹,跟踪误差趋于零.
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Abstract: A cco rding to a class of ou tpu t tra jecto ry con tro l of non linear dynam ical system , an ou tpu t variab le feed2
back in the p resence of param eter uncerta in ty is concerned. Fo r the derivation of a con tro l law , tw o staged sliding2

mode surfaces are cho sen. T he first one is a linear function of the track ing erro r, w h ich is used to ob tain the desired

“m iddle con tro l”. T he second one is the erro r betw een the desired“m iddle con tro l”variab le and its actual value. A

variab le structu re con tro l (V SC) law is derived such that the tra jecto ry asymp to tically of the clo sed2loop system con2
verges to the bounded field of sliding2mode. Fo r any tra jecto ry evo lving on th is su rface, the track ing erro r tends to

zero.
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1　引　　言
　　对于非线性变结构控制,虽然非常依赖于原系

统结构,但其变结构问题已基本得到解决,因此其发

展主要依赖于一般非线性系统理论. 自 1989 年

Isido ry 等人提出了基于微分几何理论的非线性反

馈控制[1, 2 ] ,对非线性变结构控制的发展起到了极大

的促进作用,如在不确定非线性系统的控制器设计

中,虽然利用微分几何方法的非线性鲁棒控制[3 ]与

自适应控制[4 ]等理论均已取得了一些成果,但它们

仍存在一定的缺陷,如条件过于苛刻、计算量大等.

而变结构控制却为非线性系统的控制器设计提供了

一种新方法[5, 6 ] ,且具有强鲁棒性[7 ]. 由于非线性系

统分析的复杂性及建立非线性控制系统理论存在很

大困难,人们往往绕过分析而直接研究某一类具有

非线性结构的控制系统的综合问题. 鉴于此,本文针

对一类存在参数不确定性的反馈线性的非线性动态

系统,将变结构控制与非线性分步设计方法[8 ]有机

结合,给出了一种新的分步变结构控制策略,并通过
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对系统的稳定性分析,证明了控制算法的可行性.

2　控制对象的形式
　　考虑如下系统:

xα= f (x ,w ) + g (x ,w u) u ,

y = c (x ). (1)

其中: x ∈M < R n为状态变量; y ∈R m 为输出变量;

u ∈U < R m 为控制律; (w ,w u) ∈W ×W u < R k1×

R k2 为未知参数,w = (w T
1 ,w T

2 ) T ∈W < R k11; 假定

f (x , w ) 和 c (x ) = [c1 (x ) ,⋯, cm (x ) ]T 在M 上可多

次连续微分, g (x ,w u) 关于 x 可连续微分,且函数 f

和 g 关于未知参数是线性的.

假定系统 (1) 输入输出是线性的,置 y i 的相关

度为 ri + 1,则 y i ( i = 1,⋯,m ) 的微分为

y j
i = L j

f ci, j = 1,⋯, r i;

y ri+ 1
i = L

ri+ 1

f　ci + (L gL
ri
f ci) u. (2)

　　对于带有不确定参数的系统 (1) ,作如下假设:

假设 1　存在变量 x 1 ∈ R n- m 和由状态变量 x

确定的w ∈ R m , 函数 Υi0 (x 1) , 向量 7 0 (x ) , 行向量

Υi (x 1) 和B i (x 1) ,矩阵 7 1 (x ) 和D (x ,w u) ,使得

1) L k
f ci (k = 0, 1,⋯, r i - 1) 仅为 x 1的函数而与

参变量w 无关;

2) L g Υi0 = 0,L g (Υi) T = 0,L g (B i) T = 0;

3) L
ri
f ci = Υi0 (x 1) + Υi (x 1)w 1 + B i (x 1)w ;

4) Ξα= 7 0 (x ) + 7 1 (x )w 2 + D (x ,w u) u.

定义

5 0 (x 1) = (Υ10,⋯, Υm 0) T ,

5 (x 1) = (ΥT
1 ,⋯, ΥT

m ) T ,

B (x 1) = (B T
1 (x 1) ,⋯,B T

m (x 1) ) T. (3)

　　注 1　假设 1保证系统 (1) 可转化为分步形式.

假设 2　m ×m 矩阵D (x ,w u) 和B (x 1) 可逆.

根据假设, 很容易看出系统 (1) 是输入输出反

馈线性的. 而对于输入输出反馈线性系统,定义局域

微分流形

P∶M →M 1,

p (x ) = [L 0
f c1,⋯,L

r1- 1

f c1,⋯,L 0
f cm ,⋯,

　　　　L rm - 1
f

cm , ΞT , ΧT (x ) ]T ∈R n. (4)

其中:新坐标变量 Χ∈R n0 , n0 = n - ∑
m

i= 1
r i - m .

定义新的状态变量 Ν= [z T , ΞT , ΓT ]T = p (x ) ,

其中 z = (z T
1 ,⋯, z T

m ) , z i = (L 0
f ci,⋯,L

ri- 1

f　ci) T及Γ=

Χ,得到系统 (1) 新的表示形式:

zαik = z i, k+ 1, k = 1,⋯, r i - 1;

zαiri
= Υi0 (x 1) + Υi (x 1)w 1 + B i (x 1)w ;

Ξα= Ω0 (x ) + Ω1 (x )w 2 + D (x ,w u) u;

Γα= q0 (Ν) + q1 (Ν)w + q2 (Ν,w u) u. (5)

其中 x = p - 1 (Ν) , q i (Ν) 为相应的矩阵.

对于跟踪轨迹,光滑的参考轨迹 y c ( t) 为

0 i

d [y ci
( t) - y 3

i ]

d t
= 0, i = 1,⋯,m . (6)

其中:通过选择合适的参数 p ik ,使 0 i (Κ) = ∑
ri+ 1

j = 0
p ij Κj

为一个H u rw itz多项式, y 3 为所要求 y 的最终值. 因

在控制律中需要用到 y ri+ 1
ci

, 故选择系统 (5) 的阶数

为 r i + 2.

为得到一个分步变结构控制律 u (x , t) , 使得即

使在参变量 (w ,w u) 存在不确定性时, 闭环系统的

y ( t) 仍跟踪 y c ( t) = [y c1 ,⋯, y cm ], 即当 t →∞时,

e ( t) = [e1,⋯, em ]T = y ( t) - y c ( t) 趋于零,需要以

下假设:

假设 3　参数 (w ,w u) 是不确定的,但它们只是

在一个固定范围内变化

w 1 = w{ 1 + w�1,‖w 1‖ < Θ1;

w 2 = w{ 2 + w�2,‖w 2‖ < Θ2. (7)

　　假设 4　 存在一个正定函数 Ε(x ) , 使得矩阵

D (x ,w u) 具有如下形式:

‖D{ - 1D 3 ‖≤ Ε(x ) ,

D (x ,w u) = D{ (x ,w{ u) + D 3 (x ,w
�

u) ,

w u = w{ u + w�u. (8)

3　分步变结构控制
　　1) 定义第 1 个滑模流形为: s = (s1,⋯, sm ) T , i

= 1,⋯,m ,则有

si = eri- 1
i + k i, ri- 1eri- 2

i + ⋯ +

　　k i, 1ei + k i, 0x si,

ei = xαsi, (9)

且选择 k i, j 为正常数,使得多项式

Λi (Κ) = Κri + k i, ri- 1Κri- 1 + ⋯ + k i, 1Κ+ k i0

(10)

是H u rw itz的.

利用假设 1和假设 2,将式 (9) 重写为

sαi = Υi (x 1)w 1 + B i (x 1)w +

Υi0 (x 1) - y rici
+ k i, j∑

ri- 1

j= 0

(L j
f ci - y j

ci
) =

Υi (x 1)w 1 + B i (x 1)w + v i (x 1,⋯, x c). (11)

其中: v i (x 1,⋯, x c) 是式 (11) 方括号中的项,且 x c =

[y c1 ,⋯, y ri+ 2
c1 ,⋯, y cm ,⋯, y ri+ 2

cm ] ∈ R m (ri+ 2) 为式 (5)

中的状态变量.
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分步变结构控制器设计的第 1 步是定义一个

“中间控制变量 Ξd”,使得 y 与 y c间的误差趋于零.

利用式 (11) ,有

sα= 5 (x 1)w 1 + B (x 1) (Ξd + Ξ�) + v (x 1, x c).

(12)

其中: v = [v 1,⋯, vm ]T , Ξd = Ξ - Ξ�.

考虑第 1步的L yapunov函数为

V 1 = (1ö2) sT s. (13)

　　将V 1沿系统 (5) 的轨迹微分,并根据式 (12) 得

　Vα
1 = sT [5 (x 1)w 1 + B (x 1) (Ξd + Ξ�) + v ]. (14)

　　选择 Ξd 为

Ξd = B - 1 (x 1) [ - c11s - 5 (x 1)w{ 1 -

　 　 v - r1 sgn s ],

r1 = ‖5 (x 1)‖Θ1. (15)

其中

sgn s =

1, s > 0

0, s = 0

- 1, s < 0

是连续可微的信号函数. 它使得 Ξd 的微分在任何状

态下都存在,且 c11为正常数. 合并式 (14) 和 (15) ,有

　　Vα
1 = - c11sT s + w�15 (x 1) s -

　　　 　 Θ1‖5 (x 1)‖õ‖s‖ + B (x 1) Ξ�. (16)

　　2) 定义第 2个滑模流形为

Ρ = Ξ� = Ξ - Ξd. (17)

　　由式 (15) ,有

Ξαd = L f Ξd + L g Ξd u +
5Ξd

5x c
xαc +

5Ξd

5s
sα.

(18)

　　考虑到假设 1和式 (15) 中定义的Ξd ,有L g Ξd =

0. 注意到 y ci
在 v i中的最高阶微分为 ri,且L f Ξd中的

参数是线性的,则存在矩阵 7 0d , 7 1d , 7 2d 使得

Ξαd = 7 0d (x , s, x c,w{ 1) - 7 1d (x , x c,w{ 1)w 1 +

7 2d (x , x c,w{ 1)w 2,

因而

Ξ�
õ

= (7 0 - 7 0d ) + 7 1dw 1 +

(7 1 + 7 2d )w 2 + D (x ,w u) u =

7 0a (x , s, x c,w{ ) + 7 1aw
�

1 +

7 2aw
�

2 + D (x ,w u) u. (19)

其中

7 0a = 7 0 - 7 od + 7 1dw
{

1 + 7 2aw
{

2,

7 1a = 7 1d , 7 2a = 7 1 - 7 2d.

4　稳定性分析
　　对于系统 (12) 和 (19) ,考察L yap unov函数

V 2 =
1
2

(sT s + ΡT Ρ). (20)

由式 (16) 和 (19) ,得

Vα
2 = - c11sT s + w�T

1 5 T s - r1‖s‖ + ΡT (B T s +

7 0Α + 7 1aw
�

1 + 7 2aw
�

2 + D u ). (21)

　　考虑假设 4,并选择控制律

u = D{ - 1 (- B T s - 7 0a - c22Ρ -

(‖7 T
2a‖Θ2 + ‖7 T

1a‖Θ1) sgn Ρ) -

1
1 - Ε(x )D{ - 1 Ν(x , s, Ρ)

1 - Ε(x ) sgn Ρ. (22)

其中 c22 为正常数, 且 ‖ ( - B Ts - 7 0a - c22Ρ) õ
D 3 ‖ < Ν(x , s, Ρ).

将式 (22) 代入 (21) ,最终得到

Vα
2 ≤- c11sTs - c22ΡT Ρ≤ 0, (23)

且Vα
2 = 0当且仅当 s = 0, Ρ = 0,即 s, Ρ趋于零. 同

时,根据式 (9) 和 (10) , e i = xαsi, Λi (Κ) 是一个H u rw itz

多项式,故跟踪误差 ei ( i = 1,⋯,m ) 也将趋于零.

5　结　　论
　　本文讨论了反馈线性的非线性系统的分步变结

构控制设计,给出了一种分步变结构控制律. 在第 1

个滑模流形中, 对所有其上的轨迹, 跟踪误差趋于

零; 第 2个滑模流形则为“中间控制变量”值与它们

的期望值之间的误差. 通过对系统的稳定性分析,证

明该算法是可行的.
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