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病态线性系统的控制模型设计及其迭代算法

伍俊良1, 刘　飞2

(1. 重庆大学 理学院, 重庆 400044; 2. 重庆大学 制造工程研究所, 重庆 400044)

摘　要: 建立一种解决病态线性系统的控制模型,得到求解病态线性系统近似解的一种新算法. 该算法为病态线性

系统利用计算机迭代求解提供了直接的算法依据,同时也适合于常态线性系统近似解的计算. 最后将新算法与传统

的 Gauss2Seidel算法进行比较.
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Abstract: A model fo r so lving the ill2condit ion linear system is p ropo sed. A new m ethod be ob tained the app rox im at2
ed so lu tion of the ill2condit ion linear system is p resen ted. T he p ropo sed m ethod gives a algo rithm fo r computer p ro2
gram p rocedure and the algo rithm is also su it to so lve the no rm al linear system s. T he resu lts are compared w ith tra2
dit ion Gauss2Seidel m ethod.
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1　引　　言
　　在解决计算力学和工程物理学问题时,即使是

非线性问题,通常也通过线性化方法将其转化为一

个线性系统加以解决. 线性系统包括常态线性系统

和非常态线性系统. 所谓常态系统是指可按常规线

性代数理论或线性系统控制理论加以解决的系统,

其一般形式为A X = b. 在常态情况下, 线性系统问

题的解决非常简单容易.

但在许多工程物理与力学问题中,人们经常会

遇到非常态的线性系统,即病态线性系统问题. 文献

[ 1 ]在研究CN 2型工业包缝机的导杆端点运动轨线

由曲线向直线逼近的过程中,遇到一个具体的病态

系统,并利用奇摄动线性方程组对它进行求解.

对于一个病态系统A X = b, 其病态特征一般

为: A 的谱条件数很高,即A - 1的元素出现非常大的

情况,若按常态线性系统方法求得系统的解为 X =

A - 1b,但因系统出现病态状态, b中元素的微小变化

将导致 X 的极大偏差,系统解的准确性和稳定性难

以保证,甚至一些系统的求解变得非常困难. 如何求

得系统的稳定解是一个值得注意的问题.

本文设计了病态线性系统的一个约束极值目标

函数,建立了系统近似解的一种控制模型. 文中利用
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内积范数的性质,分析了求系统解的新算法原理,证

明了病态系统近似解存在的唯一性; 给出了求解线

性系统近似解的一种新的迭代算法, 证明了迭代解

的收敛性,并将新算法与传统的算法进行比较. 该算

法也适合于常态线性系统近似解的计算机程序处

理.

2　病态系统的控制模型构造与解的逼近

原理
　　在病态线性系统A X = b中,希望得到一个近

似解,假设系统解的期望值是 C (c1, c2,⋯, cN ) (并非

精确的解) ,则要求系统解 X 不断地逼近 C ,且同时

近似满足A X = b. 因此本文给出如下性能准则 (目

标函数) :

F (X , b, C , Κ) =

(A X - b,A X - b) + Κ(X - C , X - C ). (1)

其中 0 < Κ< 1. 注意到式 (1) 右边两项为内积,是非

负的,若满足系统最优近似解的要求,则必须极小化

F ,即可构造如下控制模型:

m in F (X , b, C , Κ) ,

s. t. A X = b, Y = X . (2)

即 m in [ (A X - b,A X - b) +

　　Κ(X - C , X - C ) ],

s. t. A X = b, Y = X . (3)

其中: A 为N ×N 阶方阵, b∈R N , X ∈R N , 0 < Κ<

1. 注意到在 F 极小化的过程中,由于右边的两个内

积是非负的,从而必有A X 逼近 b.

3　病态线性系统近似解的显式
　　控制模型 (3) 本质上是对约束最小二乘法的一

种扩张[3, 4 ] ,但本文并不采用文献[ 3, 4 ] 中广义奇异

值算法,也不采用文献[ 1 ] 的奇异摄动方法,而是给

出一种新的迭代求解算法. 为此首先证明如下两个

定理.

定理 1 (病态线性系统近似解的存在唯一性定

理)　在系统控制模型 (3) 中,系统模型极小解的显

式为

X = Κ(ΚI + A ′A ) - 1C +

(ΚI + A ′A ) - 1A ′b, (4)

当 Κ→ 0时,显式解近似满足A X = b.

证明　事实上, 由内积范数的性质, 控制模型

(3) 的目标函数 F 可写成

F (X , b, C , Κ) =

∑
N

i= 1
a1ix i - b1

2
+ ∑

N

i= 1
a2ix i - b2

2
+

⋯ + ∑
N

i= 1
aN ix i - bN

2
+ Κ(x 1 - c1) 2 +

Κ(x 2 - c2) 2 + ⋯ + Κ(x N - cN ) 2. (5)

由于目标函数 F 是一个非负可导的函数,它必定取

得驻值和相应的极值.

式 (5) 采用驻值方法求5F ö5x i,并令其偏导数为

零,可得一个规范方程组

　　　　　　　　

Κ+ ∑
N
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a2
i1 ∑

N

i= 1

a i1a i2 ⋯ ∑
N

i= 1

a i1a iN
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i= 1
a i2a i1 Κ+ ∑
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i2 ⋯ ∑
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a i2a iN

� � �

∑
N

i= 1
a iN a i1 ∑

N

i= 1
a iN a i2 ⋯ Κ+ ∑

N

i= 1
a2

iN

x 1

x 2

�
x N

=

Κc1 + ∑
N

i= 1

a i1bi

Κc2 + ∑
N

i= 1
a i2bi

�

ΚcN + ∑
N

i= 1
a iN bi

. (6)

式 (6) 可缩写为

(ΚI + A ′A )X = ΚC + A ′b.

因为 ΚI + A ′A 为正定对称矩阵,所以 (ΚI + A ′A ) - 1

是存在的. 故

X = Κ(ΚI + A ′A ) - 1C + (ΚI + A ′A ) - 1A ′b.

显然,当 Κ→ 0时, X → (A ′A ) - 1A ′b = A - 1b. □

定理 1说明,无论初值C 取何值,按式 (2) 或式

(3) 构造的目标约束问题,必定存在其唯一近似解.

定理 2 (病态系统解的迭代与收敛性)　对于控

制系统 (2) 或 (3) , 任意给定系统状态的初始值

C (c1, c2,⋯, cN ) ,极小化 F 得到X 1,以X 1代替C (c1,

c2,⋯, cN ) 至 F ,再极小化 F 得到 X 2. 重复进行此过

程可得向量序列{X k , k = 1, 2,⋯}, 则{X k } 必收敛

于线性系统A X = b的解.

证明　由定理 1有

(ΚI + A ′A )X 1 = A ′b + ΚC ,

(ΚI + A ′A )X 2 = A ′b + ΚX 1,

(ΚI + A ′A )X 3 = A ′b + ΚX 2,

　　　　�
(ΚI + A ′A )X k = A ′b + ΚX k- 1.

则可推出

　X k =
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　 (A ′A + ΚI ) - 1 [E + Κ(A ′A + ΚI ) - 1A ′b +

　Κ2 (A ′A + ΚI ) - 2A ′b + ⋯ +

　Κk (A ′A + ΚI ) - kC ] = { (A ′A + ΚI ) - 1 [E +

　Κ(A ′A + ΚI ) - 1A ′b + Κ2 (A ′A +

　ΚI ) - 2A ′b + ⋯ ]} + (A ′A +

　ΚI ) - k Κk (A ′A + ΚI ) - kC. (7)

因为 0 < Κ< 1,所以当 k→∞时,式 (7) 第 1个括号

内的矩阵级数 { (A ′A + ΚI ) - 1 [E + Κ(A ′A +

ΚI ) - 1A ′b + Κ2 (A ′A + ΚI ) - 2A ′b + ⋯ ]}收敛于A - 1b,

最后一项收敛于一个 0向量,即lim
k→∞

X k = X = A - 1b.

□

事实上, 定理 2不仅给出了求解病态线性系统

迭代解的方法和过程, 而且说明了迭代过程中解的

收敛性.

4　新迭代算法与传统迭代算法的比较
　　对于线性系统的近似求解问题,传统上采用著

名的 Gau ss2Seidel迭代算法, 该算法的迭代形式通

常为

x
(k+ 1)
1 =

1
a11

(c1 - a12x
(k)
2 - ⋯ - a1nx

(k)
n ) ,

x
(k+ 1)
2 =

1
a22

(c2 - a21x
(k)
1 - ⋯ - a2nx

(k)
n ) ,

　　　　�

x
(k+ 1)
n =

1
ann

(cn - an1x
(k)
1 - ⋯ - ann- 1x

(k )
n- 1).

　　算法的步骤如下:

1) 将初值 x
(0)
1 , x

(0)
2 ,⋯, x

(0)
N 代入迭代的解析式

右边,得到 x
(1)
1 , x

(1)
2 ,⋯, x

(1)
N ;

2) 将所得值代入迭代解析式的右边重复计算,

直至算出 x
(k )
1 , x

(k)
2 ,⋯, x

(k)
N ;

3) 进行误差检验,直到符合误差允许的范围结

束.

值得注意的是, 该算法存在一定的局限性: 1)

该算法通常是基于常态系统而言的, 对于病态系统

未必适用; 2) 系统迭代解要求系统系数矩阵中的主

对角线元素 a ii ( i = 1, 2,⋯,N - 1) 不能为零 (在计

算机编程时首先要对此作判断, 若主对角线中的元

素有一个为零, 则不能用该算法获得解). 这种局限

性给算法的应用带来极大不便; 但该算法是通过系

数矩阵的元素进行迭代运算的, 因而算法复杂度比

新算法低,且算法的收敛速度比新算法快.

本文算法可对常态系统和病态系统进行相同的

求解,对系统中系数矩阵的系数无特殊要求,这极大

地增强了系统的适应性. 同时,算法只针对矩阵的运

算进行,对于计算机编程极为方便. 由式 (6) 可以看

出,算法的收敛是必然的, 收敛的速度取决于因子

Κ(0 < Κ< 1) ,当 Κ越小时,收敛速度越快.

5　结　　论
　　本文建立了一种适合于常态和病态系统解的迭

代方法,给出了算法解存在唯一性和迭代的具体方

法与过程,分析了本文算法与传统算法的差异,通过

分析说明了新算法的可行性. 该算法对于解决计算

力学问题、工程物理学问题具有重要的意义.
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