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利用模糊次梯度算法求解拉格朗日松弛对偶问题

周　威, 金以慧
(清华大学 自动化系, 北京 100084)

摘　要: 针对利用次梯度算法处理拉格朗日松弛对偶问题时,计算过程容易出现振荡,求解效率较低的问题,首先提

出了一种基于模糊理论的次梯度算法,利用隶属度函数给出迭代过程中所有次梯度的合适权重,并将它们线性加权

得到新的迭代方向;其次证明了算法的收敛性;最后通过仿真实验验证了该方法的有效性.
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Abstract: To the p rob lem of zigzaging happened in so lving the undifferen tia l L agrangian dual p rob lem s by subgradi2
en t algo rithm , a subgradien t a lgo rithm based on fuzzy theo ry is p resen ted. In th is m ethod, the resu lt ing subgradien t

direct ion is at ta ined by com bin ing all h isto ry subgradien t direct ions, w h ich are ach ieved in the itera t ion p rocess, fo l2
low ing a simp le m em bersh ip function. T he resu lt ing subgradien t direct ion uses the h isto ry info rm ation su itab ly,

thereby sign ifican tly reduces the so lu tion zigzagging difficu lty w ithou t m uch addit ional computational requ irem ents.

T he convergence of the algo rithm is p roved. T h is m ethod is then app lied in the traveling salesm an p rob lem , and the

resu lts show that th is m ethod leads to sign ifican t imp rovem ent over the tradit ional subgradien t a lgo rithm.
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1　引　　言
　　在拉格朗日松弛算法 (L R )中,拉格朗日对偶问

题的优化非常关键,其解决方法通常采用次梯度算

法. 但它不是一种单调递减算法,在优化过程中容易

出现振荡现象,效率较低. 一般认为,这是由于它的

马尔可夫属性造成的[1, 2 ] ,即当前次梯度对以前迭代

产生的历史次梯度没有记忆效应. 对此,已提出一

些利用历史次梯度信息的算法:文献[ 2 ]给出了利用

所有历史次梯度信息时的收敛条件; [ 3 ]提出了正交

次梯度算法,其利用了上一次迭代的次梯度的信息;

[ 4 ]则利用了所有的历史次梯度信息,并采用一个二

元二次优化问题选择权重,但这极大地增加了计算

复杂度.

本文将模糊的概念引入次梯度的求取中,提出

了一种模糊次梯度算法. 该算法利用隶属度函数给

出所有历史次梯度的对应系数,从而“模糊地”利用

　　收稿日期: 2003212216; 修回日期: 2004203211.

　　基金项目: 国家自然科学基金资助项目 (60174046).

　　作者简介: 周威 (1977—) ,男,河南商丘人,博士生,从事供应链计划、供应链调度和协调等研究; 金以慧 (1936—) ,

女,浙江绍兴人,教授,从事流程工业的综合自动化、生产过程的建模与控制等研究.



了所有历史次梯度信息. 证明了该算法的收敛性,并

给出了利用均衡 T SP 优化问题的仿真结果. 通过与

传统次梯度算法的比较,表明了该算法的有效性.

2　算法描述
　　对于一个带约束的最小化问题

(P) : m in f (x ) ,

s. t. g (x ) ≤ 0, x ∈D .

其中: D 为一个紧集, f 和 g 分别为D 上的连续凸函

数, g (x ) 的维度为 r× 1.

　　利用拉格朗日松弛方法,可得到其对偶函数如

下:

L (x , u ) = f (x ) + gT (x ) u ,

q (u ) = inf
x∈D

L (x , u ) ,

(D ) :　m ax q (u ) ,

　 　　s. t. u ≥ 0.

其中: L (x , u ) 为拉格朗日函数; q (u ) 为 f (x ) 的对偶

函数, (D ) 为原问题 (P) 的对偶问题; u为 1× r维向

量称,为拉格朗日算子,当其确定时,L (x , u ) 是 x 的

连续凸函数.

L R 优化方法通过求解对偶问题 (D ) 而逐步逼

近原问题 (P) 的最优解. 由于 q (u ) 一般是不可微函

数,在解决对偶问题 (D ) 时通常采用次梯度算法,并

在第 k 次迭代中采用下式更新算子:

u k = u k- 1 + tkg k. (1)

其中: g k = g (x k ) 为第 k次迭代时的次梯度, tk为第 k

次迭代时的步长.

次梯度算法简单可靠, 是求解不可微优化问题

的最常用方法,但该算法也经常出现振荡,严重影响

了其收敛效率. 为了解决这一问题,人们分别从步长

和次梯度方向两个方面进行了研究[1～ 5 ]. 在修改次

梯度方向的策略上, 文献 [ 2 ] 提出用历史次梯度的

线性组合代替当前的次梯度,即用

u k = u k- 1 + tkd k (2)

代替式 (1) , 以克服次梯度算法的马尔可夫属性. 其

中

d k = ∑
k

j= 1
w k

j g j , (3)

g j 为第 j 次迭代时得到的次梯度,w k
j 表示在第 k 次

迭代中历史上第 j 个次梯度的权重系数. 但其中加

权系数通常根据经验给出[1, 5 ] ,目前仍没有较好的解

决方法. 基于文献 [ 6 ] 提出的一种模糊确定Bundle

算法中梯度权重的方法, 本文将模糊的概念引入到

上述系数的确定中. 认为历史次梯度与当前所得次

梯度方向越近,则其包含的信息越多,所被赋予的权

重也越大. 基于上述思想,给出定义如下 (对于 j =

1,⋯, k ) :

设第 j 次迭代得到的对偶值为

L (u j , x j ) = m in
x∈D

L (u j , x ) = g T
j u j + c j. (4)

其中: g j = g (x j ) , c j = f (x j ).

设对偶问题 (D ) 的最优解

L 3 = L (u3 , x 3 ) =

m ax
u≥0

m in
x∈D

L (u , x ) = g 3 T u3 + c3 . (5)

其中: g 3 = g (x 3 ) , c3 = f (x3 ).

则定义权重

w k
j = w{ k

j ∑
k

j = 1

w{ k
j. (6)

其中w{ k
j 通过下面的隶属度函数定义:

w{ k
j = A (x j ) =

(L (u k , x k ) + Ε- L (u k , x j ) ) öΕ,

　若L (u k , x j ) < L (u k , x k ) + Ε且

　L (u k , x j ) ≤L 3 ;

0,其他.

(7)

其中

0≤ Ε≤ (L 3 - L (u k , x k ) ) öa. (8)

　　这里选择步长 tk 满足

0≤ tk ≤
2 (a - 1) (L 3 - L (u k , x k ) )

a‖d k‖2 , a > 1.

(9)

　　可以看出, 算法利用式 (7) 中的隶属度函数给

出每个历史次梯度合理的权重, 模糊地利用了历史

次梯度的信息.

整个算法可以描述如下:

Step 1: 初始化:取 k = 0, u 0 ≥ 0;

Step 2: 在确定的 uk 下优化对偶问题 (D ). 如果

满足停止准则,转 Step 5;否则, k = k + 1;

Step 3: 利用式 (6)～ (8) 求取历史中各个次梯

度的权重,利用式 (9) 求取步长;

Step 4: 利用式 (2) 更新算子 uk ,转 Step 2;

Step 5: x k 和 u k 分别为原问题和对偶问题的目

标解;结束.

设每次迭代时, 一般次梯度算法的计算复杂度

为O (X ) ,利用模糊次梯度算法的计算量仅增加了 k

次,其复杂度为O (X + k ). X 由拉格朗日对偶问题

的计算复杂度决定,其值将视具体问题而定,但通常

远大于 k ,故每次迭代时算法的计算复杂度不变,仍

为O (X ). 另外,一般迭代次数 k 不超过 200,基于模
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糊的次梯度算法所增加的计算量非常小.

3　算法的收敛性
　　引理1　对于Π j = 1, 2,⋯, k ,如果满足L (u k ,

x j ) ≤L 3 ,则必有下式成立:

0≤L 3 - L (u k , x j ) ≤ g T
j (u 3 - u k ). (10)

　　证明　由假设条件可知,L 3 - L (u k , x j ) ≥ 0,

以下证明不等式的后半部分. 由式 (4) 可得: L (u k ,

x k ) = m in
x∈D

L (u k , x ) ,因此必有

L (u k , x k ) ≤L (u k , x j ). (11)

对于

L 3 = L (u 3 , x 3 ) ≤L (u 3 , x j ) , (12)

由式 (4) 和 (12) 可得

L 3 - L (u k , x j ) ≤L (u 3 , x j ) - L (u k , x j ) =

g T
j u3 + c j - (g T

j u k + cj ) = g T
j (u 3 - u k ). □

引理 1说明,在该算法中,所选择的次梯度都与当前

算子的收敛方向成“锐角”.

引理 2　当 a > 1时,有下式成立:

0≤
L 3 - L (u k - x k )

a
< d T

j (u 3 - u k ). (13)

　　 证明　式 (13) 前半部分明显成立, 下面主要

证明其后半部分: 由L (u k , x j ) < L (u k , x k ) + Ε, Π j

= 1, 2,⋯, k 和式 (8) ,可得

L (u k , x j ) < L (u k , x k ) + Ε≤

L (u k , x k ) + (L 3 - L (u k , x k ) ) öa ,

L 3 - L (u k , x j ) >

L 3 - [L (u k , x k ) + (L 3 - L (u k , x k) ) öa ] =

(a - 1) (L 3 - L (u k , x k ) ) öa ,

即

(a - 1) (L 3 - L (u k , x k ) ) öa <

L 3 - L (u k , x j ).

由引理 1,可得

(a - 1) (L 3 - L (u k , x k ) )
a

<

L 3 - L (u k , x j ) ≤ g T
j (u 3 - u k).

由式 (3) 和式 (6) ,则可得

(a - 1) (L 3 - L (u k , x k ) )
a

<

∑
k

j= 1
w k

j g
T
j (u3 - u k ) = d T

k (u 3 - u k ). □

　　引理 2说明,当前通过线性组合得到,次梯度方

向仍然与算子的收敛方向成“锐角”.

定理 1　利用该次梯度算法, 所得次梯度必然

逐步收敛到最优次梯度方向. 即

‖u3 - u k+ 1‖ < ‖u3 - u k‖, Π k. (14)

　　证明

‖u3 - u k+ 1‖2 =

‖u3 - u k - tkd k‖2 ≤‖u3 - u k‖2 -

2tkd
T
k (u 3 - u k ) + t2

k‖d k‖2.

由引理 2得

‖u3 - u k+ 1‖2 <

‖u3 - u k‖2 - tk
2 (a - 1) (L 3 - L (u k , x k ) )

a
+

t2
k‖d k‖2 = ‖u 2 - u k‖2 -

tk
2 (a - 1) (L 3 - L (u k , x k ) )

a
- tk‖d k‖2 .

　　由式 (9) ,得

‖u3 - u k+ 1‖2 < ‖u3 - u k‖2. □

4　仿真结果
将本文算法应用于均衡的旅行商问题 (TSP)

中整数规划的解决. 其描述如下:

m in∑
m

i= 1
∑

m

j= 1, j≠i

cijx ij ,

s. t. ∑
m

j= 1, j≠i

x ij + ∑
m

j= 1, j≠i

x j i = 2, i = 1,⋯,m .

其中: i和 j 表示节点; m 表示节点的个数; X 表示所

有的一阶树的集合; cij 表示节点 i与 j 之间的费用;

当节点 i和 j 之间有连接时 x ij = 1,否则, x ij = 0.

将问题约束松弛,整理可得到对偶函数为

q (u ) = - 2∑
m

i= 1
u i + m in{∑

m

i= 1
∑

m

j = 1, j≠i

(cij +

u i + u j ) x ij: x ∈X }.
　　这里利用XPR ESS软件,分别处理了 33, 42和

53节点 3种情况,其中的数据是 1～ 10之间均匀分

布的随机数. 算法的停止准则为: gap ≤ 0. 1◊ ,其中

gap = (L 3 - L ) öL 3 × 100◊ .

仿真中将一般次梯度算法 (S) 与本文的模糊次

梯度算法 (FS) 进行了比较,其中次梯度算法中利用

tk = Χk (L 3 - L (u k , x k ) ) ö‖g k‖2 (15)

进行了步长的选择. 选择的参数为: Χk = 1, a = 2.

在实际问题中, 直接获取真实最优解L 3 是不

现实的,一般利用一个估计值替代该值,并从理论上

分析了估计值的偏差对计算结果的影响[1 ] ,文献[ 7 ]

提出了一些无需预先了解最优值的次梯度算法. 本

文的重点是对一般次梯度算法与提出的模糊次梯度

算法进行比较. 为了便于计算和比较, 在仿真过程

中,首先利用XPR ESS 软件对问题进行计算, 并直

接采用所得最好结果作为最优值L 3 .

所有计算都通过 PC 机完成, CPU 主频为 850
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M H z,内存 128 M. 最后的计算结果分别如表 1～表

3所示. 表中的迭代次数反映了算法的振荡程度,固

定迭代次数得到的值反映了算法的收敛速度. 实验

也考察了一般次梯度算法和模糊次梯度算法的计算

时间,但二者几乎没有差别,因此没有列出.

从结果中可以看出,模糊次梯度算法对振荡的

抑制作用明显好于一般次梯度算法. 当迭代次数超

过 20次后,模糊次梯度算法的收敛速度明显快于一

般次梯度算法. 但在迭代次数为 10 时,模糊次梯度

算法的收敛速度并没有绝对优势,有时甚至不如一
表 1　节点数为 33时的情况

问　题 1 2 3 4 5

最优解 150. 61 128. 382 159. 867 142. 017 149. 012

算法
迭代次数

　S　　　　FS　
　86　　　　52　

　S　　　　FS　
　312　　　　115　

　S　　　　FS　
　272　　　　87　

　S　　　　FS　
　71　　　　55　

　S　　　　FS　
　182　　　　88　

10 146. 483 146. 709 124. 39 123. 3683 155. 972 156. 146 138. 468 138. 574 142. 831 143. 524

20 148. 153 148. 78 125. 918 126. 277 157. 758 158. 371 140. 269 140. 895 145. 170 145. 978

30 148. 877 149. 168 125. 858 126. 768 158. 038 158. 754 140. 828 141. 182 146. 741 147. 469

40 148. 927 149. 673 126. 133 127. 169 158. 254 158. 846 141. 169 141. 455 147. 207 147. 856

50 149. 797 150. 110 127. 098 127. 386 158. 442 159. 122 141. 503 141. 884 147. 348 148. 024

75 150. 375 —— 126. 971 127. 953 158. 601 159. 599 —— —— 147. 957 148. 620

100 —— —— 127. 428 128. 155 159. 059 —— —— —— 148. 372 ——

125 —— —— 127. 662 —— 159. 201 —— —— —— 148. 652 ——

150 —— —— 127. 791 —— 159. 434 —— —— —— 148. 683 ——

175 —— —— 127. 751 —— 159. 397 —— —— —— 148. 817 ——

表 2　节点数为 42时的情况

问　题 1 2 3 4 5

最优解 175. 387 177. 43 183. 063 174. 908 176. 34

算法
迭代次数

　S　　　　FS　
　129　　　　52　

　S　　　　FS　
　126　　　　66　

　S　　　　FS　
　94　　　　52　

　S　　　　FS　
　60　　　　41　

　S　　　　FS　
　72　　　　48　

10 170. 431 170. 995 171. 928 172. 981 176. 442 177. 452 169. 300 168. 9103 171. 432 171. 843

20 173. 405 173. 861 174. 513 174. 770 181. 51 181. 666 172. 918 172. 975 173. 416 174. 351

30 173. 745 174. 563 175. 953 176. 073 182. 208 182. 445 173. 914 174. 169 174. 548 175. 219

40 174. 151 174. 946 176. 385 176. 632 182. 449 182. 657 174. 441 174. 635 175. 5 175. 924

50 174. 611 175. 127 176. 571 176. 92 182. 531 182. 826 174. 614 —— 175. 855 ——

75 174. 898 —— 176. 945 —— 182. 717 —— —— —— —— ——

100 174. 954 —— 177. 113 —— —— —— —— —— —— ——

125 175. 211 —— 177. 231 —— —— —— —— —— —— ——

150 —— —— —— —— —— —— —— —— —— ——

175 —— —— —— —— —— —— —— —— —— ——

表 3　节点数为 53时的情况

问　题 1 2 3 4 5

最优解 219. 314 222. 459 207. 226 233. 896 216. 189

算法
迭代次数

　S　　　　FS　
　53　　　　43　

　S　　　　FS　
　164　　　　82　

　S　　　　FS　
　94　　　　64　

　S　　　　FS　
　190　　　　94　

　S　　　　FS　
　48　　　　48　

10 212. 592 213. 531 213. 587 212. 3003 200. 211 201. 547 225. 981 227. 169 213. 535 213. 619

20 217. 534 217. 554 217. 868 218. 665 204. 226 204. 689 230. 738 230. 975 215. 484 215. 551

30 218. 204 218. 679 219. 767 220. 575 205. 394 206. 030 232. 12 232. 411 215. 829 215. 924

40 218. 718 219. 009 220. 679 221. 48 206. 284 206. 662 232. 793 233. 222 215. 896 ——

50 219. 021 —— 221. 18 221. 853 206. 847 206. 917 233. 174 233. 275 —— ——

75 —— —— 221. 777 222. 192 206. 992 —— 233. 231 233. 526 —— ——

100 —— —— 221. 865 —— —— —— 233. 292 —— —— ——

125 —— —— 222. 012 —— —— —— 233. 403 —— —— ——

150 —— —— 222. 121 —— —— —— 233. 258 —— —— ——

175 —— —— —— —— —— —— 233. 598 —— —— ——
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般次梯度算法 (表中3 号处) ,这是因为迭代步长的

影响. 比较式 (9)和式 (15) ,不难发现,模糊次梯度在

迭代步长 tk 中引入了变量 a ,这可能造成步长的减

小,从而影响了个别情况下算法的短期收敛速度. 但

这种情况并不多见 (15组数据中只出现 3次) ,综合

起来,本文提出的模糊次梯度算法在计算时间几乎

不变的情况下,收敛效果要明显优于一般次梯度算

法.

5　结　　论
　　本文提出的模糊次梯度算法利用一个隶属度函

数给出了历史次梯度的权重系数,从而简单有效地

利用了历史次梯度的信息. 仿真实验表明,与传统的

次梯度算法相比,该算法在基本不增加计算时间的

情况下,可以更有效地抑制振荡现象,其收敛效果明

显优于一般的次梯度算法.
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