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采用还原方法的不确定关联时滞系统的鲁棒分散镇定
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摘　要: 针对一类具有多输入时滞项及互联时滞项的不确定关联系统,提出了系统可鲁棒分散镇定的充分条件,即

一组线性矩阵不等式 (LM I)有解. 系统的不确定性是未知时变且范数有界的,基于还原方法及LM I技术给出系统设

计状态反馈分散控制器的方法. 该控制器保证闭环系统全局渐近稳定,且设计简单,计算量小,易于工程实现. 最后通

过仿真例子说明了该方法的有效性.
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Abstract: T he p rob lem of the robust stab ilizat ion fo r a class of uncerta in in terconnected system s w ith tim e delays in

the inpu t and in terconnection is invest igated. T he uncerta in t ies are t im e2varying and no rm bounded. Based on the re2
duction m ethod, a decen tra lized feedback con tro ller is p ropo sed such that the clo sed loop system is global asymp to ti2
cally stab le, and a sufficien t condit ion fo r the stab ility is derived in term s of a linear m atrix inequality (LM I). T he

design app roach is simp le. Sim ulation examp le show s the effectiveness of the p ropo sed m ethod.
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1　引　　言
　　在实际控制系统中普遍存在时滞现象,使系统

产生振荡和不稳定. 又因为建模误差等原因,系统还

含有一些不确定因素. 对此,目前已取得了许多研究

成果[1～ 5 ], 如文献 [ 1, 2 ]的 R iccat i方程方法; [ 3, 4 ]

的线性矩阵不等式的设计方法; [ 5 ]提出的一种处理

控制输入时滞的还原方法. 上述文献讨论的是集中

控制问题. 近年来,关联时滞系统的分散镇定问题也

受到了学者们的关注[6～ 9 ] ,所设计的分散无记忆状

态反馈控制器保证了闭环系统的稳定性. 但利用还

原方法处理不确定关联时滞系统的分散镇定问题,

研究结果还非常少见.

本文将还原方法扩展到大系统,研究了一类具

有参数不确定性的关联时滞大系统的鲁棒分散镇定

问题. 系统不仅含有多重输入时滞,而且互联项中也

存在时滞. 文中采用还原方法,并结合线性矩阵不等

式技术,给出了经状态变换后的系统渐近稳定的充

分条件, 其结果由N 个线性不等式给出, 并设计了
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分散控制器. 这种设计方法的优点在于无需关注系

统不确定参数的变化就能有效地计算出控制增益,

并且在系统的时滞大小信息可用时,所给出的系统

可分散镇定的条件具有相对较小的保守性,适用范

围较广.

2　系统描述及预备知识
　　考虑由以下N 个关联子系统 S i ( i = 1, 2,⋯,

N ) 组成的不确定时滞大系统:

S i =

xαi ( t) = (A i + ∃A i ( t) ) x i ( t) + ∑
r

p = 0
B ip u i ( t -

　 　 　h ip ) + ∑
s

q= 0
∃B iq ( t) u i ( t - Σiq) + (1)

　 　 　∑
N

j= 1, j≠i

A ijx j ( t - d i) ,

x i ( t) = Υi ( t) , u i ( t) = Ωi ( t) , t∈ [ - T i, 0 ].

其中: x i∈R n i和 u i∈R m i 分别为第 i个子系统的状

态向量和控制输入向量; A i,B ip (p = 0, 1,⋯, r) 和

A ij 为具有适当维数的已知实值常数矩阵; ∃A i ( t) 和

∃B iq ( t) (q = 0, 1,⋯, s) 为时变不确定矩阵; h ip (p =

0, 1,⋯, r) 为已知时滞常数,且 h i0 = 0; Σiq (q = 0, 1,

⋯, s) 为不确定输入项中未知时滞; d i为关联项中的

未知正常数时滞; T i = m ax{h ip , Σiq, d i}; Υi ( t) 为连续

的状态向量初值函数.

假设系统 (1) 的参数不确定性具有如下形式:

∃A i ( t) = D iF i ( t) E i, ∃B iq ( t) = M iqF iq ( t)N iq,

i = 1, 2,⋯,N , q = 0, 1,⋯, s. (2)

其中: D i, E i,M iq和N iq为相应维数的已知常数矩阵;

F i ( t) 和 F iq ( t) 为满足

F T
i ( t) F i ( t) ≤ I , F T

iq ( t) F iq ( t) ≤ I (3)

的未知矩阵函数, 且 F i ( t) 和 F iq ( t) 的各元素

L ebesgue可测.

采用还原方法,考虑如下线性变换:

z i ( t) =

x i ( t) + ∑
r

p = 0∫
t

t- h ip

eA i
( t- Αip - h ip

)
B ip u i (Αip ) dΑip , (4)

则系统 (1) 可转换成

zαi ( t) =

(A i + D iF i ( t) E i) z i ( t) + ∑
r

p = 0
e- A ih ipB ip u i ( t) +

∑
s

q= 0
M iqF iq ( t)N iqu i ( t - Σiq) + ∑

N

j= 1, j≠i

A ijz j ( t - d i) -

∑
r

p = 0

D iF i ( t) E i∫
t

t- h ip

eA i
( t- Αip - h ip

)
B ip u i (Αip ) dΑip -

∑
N

j= 1, j≠i
∑

r

p = 0
A ij∫

t- d i

t- d i- h jp

eA j
( t- d i- Αjp - h jp

)
B jp u j (Αjp ) dΑjp.

(5)

从式 (5) 可以看出,由于存在不确定项及互联项,系

统 (1) 并没有完全还原成一个无时滞系统. 本文的

目的是对系统 (5) 设计鲁棒分散稳定控制器

u i ( t) = K iz i ( t) , (6)

其中 K i ∈R m i×n i 为增益矩阵,使得如下闭环系统渐

近稳定:

zαi =

(A i + D iF i ( t) E i) z i + ∑
r

p = 0
e- A ih ipB ip K iz i +

∑
s

q= 0

M iqF iq ( t)N iqK iz i ( t - Σiq) +

∑
N

j= 1, j≠i

A ij z j ( t - d i) -

∑
r

p = 0
D iF i ( t) E i∫

t

t- h ip

eA i
( t- Αip - h ip

)
B ip K iz i (Αip ) dΑip -

∑
N

j= 1, j≠i
∑

r

p = 0
A ij∫

t- d i

t- d i- h jp

eA j
( t- d i- Αjp - h jp

)
B jp K jz j (Αjp ) dΑjp.

(7)

3　分散鲁棒镇定
　　在推导主要结果之前,首先给出下列引理.

引理1　对任何适当维数的实向量X , Y 及正数

Ε> 0,有下列不等式成立:

X Y + Y TX T ≤ ΕX X T + Ε- 1Y T Y. (8)

　　引理 2　线性矩阵不等式

H (x ) S (x )

S (x ) T R (x )
> 0

等价于

R (x ) > 0, H (x ) - S (x )R (x ) - 1S (x ) T > 0.

其中: H (x ) = H (x ) T , R (x ) = R (x ) T.

定理1　若存在对称正定矩阵X i∈R n i×n i ,矩阵

Y i∈R m i×n i及正常数Εi, Ρiq, ∆ip (p = 0, 1,⋯, r; q = 0,

1,⋯, s; i = 1, 2,⋯,N ) , 使得如下的线性矩阵不等

式成立:

Aϖi X iE T
i Z i1 Z i2 Z i2 X i

E iX i - Εi I 0 0 0 0

Z T
i1 0 - + i1 0 0 0

Z T
i2 0 0 - + i2 0 0

Z T
i2 0 0 0 - + i3 0

X i 0 0 0 0
I

1 - N

< 0,

(9)
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则系统 (5) 可由分散状态反馈控制器 (6) 鲁棒镇定,

并使闭环系统全局渐近稳定. 式 (9) 中

Aϖi =

A iX i + X iA
T
i + ∑

r

p = 0
e- A ih ipB ip Y i +

Y T
i ∑

r

p = 0
e- A ih ipB ip

T
+ (1 + r) ∑

N

j= 1, j≠i

A ijA
T
ij +

Εi + ∑
r

p = 0

∆ip D iD
T
i + ∑

s

q= 0

ΡiqM iqM
T
iq,

Z i1 = [Y T
i N

T
i0, Y T

i N
T
i1,⋯, Y T

i N
T
is ],

Z i2 = [Y T
i B

T
i1, Y T

i B
T
i2,⋯, Y T

i B
T
ir ],

+ i1 = diag{Ρi0 I , Ρi1 I ,⋯, Ρis I },

+ i2 = diag{∆i1G i1, ∆i2G i2,⋯, ∆irG ir},

+ i3 = diag
1

N - 1
H i1,⋯,

1
N - 1

H ir .

　　证明　选取L yap unov函数如下:

V = ∑
N

i= 1

(V i1 + V i2 + V i3 + V i4 + V i5). (10)

其中

V i1 = z T
i ( t) P iz i ( t) ,

V i2 = ∑
s

q= 0∫
t

t- Σiq

z T
i (Αiq)Q iqz i (Αiq) dΑiq,

V i3 = ∑
r

p = 0∫
h ip

0∫
t

t- Βip

z T
i (Αi) K T

i B
T
ip eA T

i
(Βip - h ip

)
R ip ×

　　　eA i
(Βip - h ip

)
B ip K iz i (Αi) dΑidΒip ,

V i4 = ∑
N

j= 1, j≠i∫
t

t- d i

z T
j (Ρ) z j (Ρ) dΡ,

V i5 = ∑
N

j= 1, j≠i
∑

r

p = 0∫
h jp

0∫
t

t- Βjp - d i

z T
j (Αj ) K T

j B
T
jp ×

　　　eA T
j

(Βjp - h jp
)
S jp eA j

(Βjp - h jp
)
B jp K jz j (Αj ) dΑjdΒjp ,

P i为对称正定阵,而正定阵Q iq及非负定矩阵R ip 和

S jp 将在后面给出. V i1 关于时间 t的导数为

Vα
i1 =

2z T
i P i A i + D iF i ( t) E i + ∑

r

p = 0

e- A ih ipB ip K i z i +

2z T
i P i ∑

s

q= 0
M iqF iq ( t)N iqK iz i ( t - Σiq) +

∑
N

j = 1, j≠i

A ijz j ( t - d i) - ∑
N

j = 1, j≠i
∑

r

p = 0
A ij ×

∫
t- d i

t- d i- h jp

eA j
( t- d i- Αjp - h jp

)
B jp K jz j (Αjp ) dΑjp -

∑
r

p = 0
D iF i ( t) E i∫

t

t- h ip

eA i
( t- Αip - h ip

)
B ip K iz i (Αip ) dΑip .

(11)

应用引理 1及不等式[5 ]

∫
t

t- h
x (Α) dΑ

T

∫
t

t- h
x (Α) dΑ ≤

h∫
t

t- h
x T (Α) x (Α) dΑ, (12)

可得

Vα
i1 ≤

z T
i P iA i + A T

i P i + P i∑
r

p = 0
e- A ih ipB ip K i +

K T
i ∑

r

p = 0
e- A ih ipB ip

T
P i + ∑

N

j = 1, j≠i

(1 + r) P iA ijA
T
ijP i +

Εi + ∑
r

p = 0
∆ip P iD iD

T
i P i + Ε- 1

i E T
i E i +

∑
s

q= 0

ΡiqP iM iqM
T
iqP i z i +

∑
N

j= 1, j≠i

z T
j ( t - d i) z j ( t - d i) +

∑
s

q= 0
Ρ- 1

iq z T
i ( t - Σiq) K T

i N
T
iqN iqK iz i ( t - Σiq) +

∑
r

p = 0
∆- 1

ip h ip∫
t

t- h ip

z T
i (Αip ) K T

i B
T
ip eA T

i
( t- Αip - h ip

)
E T

i ×

E ieA i
( t- Αip - h ip

)
B ip K iz i (Αip ) dΑip +

∑
N

j= 1, j≠i
∑

r

p = 0

h jp∫
t- d i

t- d i- h jp

z T
j (Αjp ) K T

j B
T
jp eA T

j
( t- d i- Αjp - h jp

) ×

eA T
j

( t- d i- Αjp - h jp
)
B jp K jz j (Αjp ) dΑjp. (13)

而Vα
i2,Vα

i3,Vα
i4 和Vα

i5 由下列关系式给出:

Vα
i2 =

∑
s

q= 0
z T

i Q iqz i - ∑
s

q= 0
z T

i ( t - Σiq)Q iqz i ( t - Σiq) , (14)

Vα
i3 =

∑
r

p = 0
z T

i K T
i B

T
ip∫

h ip

0
eA T

i
(Βip - h ip

)
R ip eA i

(Βip - h ip
) dΒip ×

B ip K iz i - ∑
r

p = 0∫
t

t- h ip

z T
i (Αip ) K T

i B
T
ip eA T

i
( t- Αip - h ip

) ×

R ip eA i
( t- Αip - h ip

)
B ip K iz i (Αip ) dΑip , (15)

Vα
i4 =

∑
N

j= 1, j≠i

z T
j z j - ∑

N

j= 1, j≠i

z T
j ( t - d i) z j ( t - d i) , (16)

Vα
i5 = ∑

N

j= 1, j≠i
∑

r

p = 0
z T

j K T
j B

T
jp ×

　　∫
h jp

0
eA T

j
(Βjp - h jp

)
S jp eA j

(Βjp - h jp
) dΒjp B jp K j z j -

　　∑
N

j= 1, j≠i
∑

r

p = 0∫
t- d i

t- d i- h jp

z T
j (Αjp ) K T

j B
T
jp eA T

j
( t- Αjp - d i- h jp

) ×
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　　S jp eA j
( t- Αjp - d i- h jp

)
B jp K jz j (Αjp ) dΑjp. (17)

矩阵Q iq, R ip 和 S jp 取为

Q iq = Ρ- 1
iq K T

i N
T
iqN iqK i, R ip = ∆- 1

ip h ip E T
i E ,

S jp = h jp I , (18)

可得

Vα=

∑
N

i= 1

(Vα
i1 + Vα

i2 + Vα
i3 + Vα

i4 + Vα
i5) ≤

∑
N

i= 1
(z T

i {P iA i + A T
i P i + P i∑

r

p = 0
e- A ih ipB ip K i +

K T
i ∑

r

p = 0
e- A ih ipB ip

T
P i + Εi + ∑

r

p = 0
∆ip P iD iD

T
i P i +

Ε- 1
i E T

i E i + (1 + r) ∑
N

j = 1, j≠i

P iA ijA
T
ijP i + (N - 1) I +

∑
s

q= 0
ΡiqP iM iqM

T
iqP i + ∑

s

q= 0
Ρ- 1

iq K T
i N

T
iqN iqK i +

∑
r

p = 0
∆- 1

ip K T
i B

T
ip (h ip∫

h ip

0
eA T

i
(Βip - h ip

)
E T

i E i×

eA i
(Βip - h ip

) dΒip )B ip K i + ∑
r

p = 0

(N - 1) K T
i B

T
ip ×

(h ip∫
h ip

0
eA T

i
(Βip - h ip

) eA i
(Βip - h ip

) dΒip )B ip K i}z i) , (19)

即

Vα≤∑
N

i= 1
z T

iW i (õ) z i = ∑
N

i= 1
z T

i P iX iW i (õ)X iP iz i.

(20)

其中

X i = P - 1
i , (21)

若矩阵 X iW i (õ)X i 是负定的,Vα必为负, 因此系统

(5) 是渐近稳定的.

选取满足下式的正定矩阵G ip 和H ip:

G - 1
ip ≥ h ip∫

0

- h ip

eA T
i Αip E T

i E ieA iΑip dΑip ,

H - 1
ip ≥ h ip∫

0

- h ip

eA T
i Αip eA iΑip dΑip , (22)

利用引理 2 (Schu r补) ,并作变量变换 Y i = K iX i,可

直接得出不等式X iW i (õ)X i < 0等价于LM I(9). 由

此定理 1结论得证. □

注 1　由于分散稳定控制器 (6) 作用于还原的

系统 (5) 后, 得到的闭环系统是渐近稳定的, 即当

t→∞时, z i ( t) 和 u i ( t) 均趋于零,因此 x i ( t) 也趋于

零. 这表明原系统 (1) 也是渐近稳定的.

注 2　定理 1采用线性矩阵不等式的形式给出

了不确定关联时滞系统鲁棒分散镇定的充分条件.

利用M atlab 的工具箱LM IToo l, 可方便地解出式

(9) 中的X i和 Y i,进而可求得分散控制器增益为K i

= Y iX
- 1
i . 与文献 [ 8 ] 中基于 R iccat i方程的结果相

比,LM I在LM IToo l的环境下,求解非常方便,不需

要预先对多个参数和正定矩阵进行调整, 因而更具

有数值易解性.

注 3　与文献[ 9 ] 中设计的分散无记忆状态反

馈控制器方案相比, 在系统的控制输入项时滞信息

可用时,尤其是当时滞很小时,本文给出的系统可分

散镇定的条件具有相对较小的保守性, 且适用范围

较广.

4　仿真实例
　　考虑由以下两个子系统组合而成的不确定关

联时滞系统:

xα1 =
0 1

0 2
+

0 0. 4co s t

0. 2sin t 0
x 1 +

0

1
u 1 +

0

1
u 1 ( t - h 11) +

0

0. 1sin t
u 1 ( t - Σ10) +

0. 1co s t

0
u 1 ( t -

Σ11) +
0. 05 0

0 0. 15
x 2 ( t - d 1) ,

xα2 =
- 0. 9 0. 5

0 1
+

0. 1co s t 0

0 0. 2sin t
x 2 +

1

1
u 2 +

1

1
u 2 ( t - h 21) +

0

0. 05sin t
u 2 ( t -

Σ20) +
0. 1co s t

0
u 2 ( t - Σ21) +

0 0. 05

0. 02 0. 1
x 1 ( t - d 2).

其中

h 11 = Σ10 = Σ11 = 1, d 1 = 0. 5, h 21 = 0. 8,

Σ20 = Σ21 = 0. 5, d 2 = 0. 3,

对此系统, 若应用文献 [ 9 ] 中得到的系统鲁棒镇定

充分条件,其LM I没有解,设计方法失效,将无法给

出分散镇定控制器.

采用本文提出的设计方法, 将系统与式 (2) 和

(3) 相比较,可得

D 1 =
0. 632 5 0

0 0. 447 2
,

E 1 =
0 0. 632 5

0. 447 2 0
,

D 2 =
0. 316 2 0

0 0. 447 2
,
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E 2 =
0. 316 2 0

0 0. 447 2
,　　　　

M 10 =
0

0. 316 2
,M 11 =

0. 316 2

0
,

M 20 =
0

0. 223 6
,M 21 =

0. 316 2

0
,

N 10 = N 11 = N 21 = 0. 316 2,

N 20 = 0. 223 6.

根据式 (22) ,取如下正定矩阵:

G 11 =
5. 798 0 2. 810 0

2. 810 0 9. 894 3
,

H 11 =
1. 309 7 1. 091 3

1. 091 3 3. 845 3
,

G 21 =
7. 239 9 2. 341 4

2. 341 4 15. 583 7
,

H 21 =
0. 425 2 0. 395 3

0. 395 3 2. 273 2
.

求解LM I(9) ,在LM IToo l环境下,可一次性解得

X 1 =
0. 340 4 - 0. 249 7

- 0. 249 7 0. 210 1
, Ε1 = 0. 331 7,

Ρ10 = 1. 658 5, Ρ11 = 0. 699 8, ∆10 = 0. 044 9,

∆11 = 0. 327 7, Y 1 = [ 0. 490 1　 - 1. 280 6 ],

X 2 =
1. 887 5 0. 457 7

0. 457 7 0. 132 6
, Ε2 = 0. 395 6,

Ρ20 = 0. 611 4, Ρ21 = 1. 451 5, ∆20 = 0. 075 3,

∆21 = 0. 271 5, Y 2 = [ - 1. 124 1　 - 0. 631 1 ].

分散控制器为

图 1　闭环子系统 1的状态轨迹

图 2　闭环子系统 2的状态轨迹

u 1 ( t) = [ - 23. 612 9　 - 34. 155 4 ]z 1 ( t) ,

u 2 ( t) = [ 3. 418 0　 - 16. 552 4 ]z 2 ( t).

闭环子系统的状态响应曲线如图 1和图 2所示.

5　结　　语
　　对于具有时滞及参数不确定性的关联大系统的

鲁棒分散镇定问题,本文采用还原方法,结合线性矩

阵不等式给出了还原系统渐近稳定的充分条件,并

设计了分散控制器. 该方法无需经过任何参数调整

的过程,解N 个特定的LM I,便可得到分散镇定已

知系统的控制器. 仿真例子说明了该方法是有效的

且简便易行.
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