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非线性M IMO 系统H 2öH ∞模糊输出反馈控制
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摘　要: 研究了非线性M IM O 系统H 2öH ∞模糊输出反馈控制问题. 采用局部线性化方法,用 T 2S 模糊线性模型逼
近非线性系统. 在希望的H ∞干扰抑制约束下,通过最小化H 2控制性能指标,实现了模糊输出反馈次优控制. 通过将

优化问题转化成特征值问题 (EV P) ,应用线性矩阵不等式 (LM I)优化方法求解,简化了问题的求解过程. 所设计的闭

环系统在平衡点是局部二次型稳定的,系统抗扰性能和动态性能均较好.
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Abstract: T he p rob lem of m ixed H 2öH ∞ fuzzy ou tpu t feedback con tro l fo r non linear system s is studied. T he non lin2
ear p lan t is app rox im ated by a T akagi2Sugeno fuzzy linear model using local linearizat ion m ethod. T he fuzzy ou tpu t

feedback subop tim al con tro ller is ach ieved by m in im izing the H 2 con tro l perfo rm ance w ith a desired H ∞ distu rbance

reject ion constra in t. T he op tim ization p rob lem is transfo rm ed in to eigenvalue p rob lem (EV P ). T he EV P can be

so lved very efficien tly by using the linear m atrix inequality (LM I) op tim ization techn iques. T he clo sed2loop system

designed by the p ropo sed m ethod is local quadratically stab le at the equ ilib rium , and its distu rbance reject ion and

dynqm ic perfo rm ance are good.
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1　引　　言
　　采用模糊控制方法对非线性系统进行控制,是

近 10年来人们研究的热点之一[1～ 6 ]. 一些方法是采

用 T 2S 模糊线性模型逼近非线性系统,实现基于模

型的模糊最优控制[1 ] , 使系统获得 H 2 最优性能指

标; 另一些方法则采用H ∞控制,使系统获得H ∞最

优性能指标[2～ 4 ]. 但对于一个实际系统,其动态性能

和鲁棒性具有相同的重要性. 人们希望闭环控制系

统既具有较好的动态性能,又具有较强的鲁棒性,所

以近几年人们开始研究非线性系统的H 2öH ∞模糊

控制问题. 文献[ 5, 6 ]研究了仿射非线性系统的H 2ö

H ∞模糊控制问题,提出了一种H 2öH ∞混合模糊控

制方法. 但该方法要么涉及求解一个交叉耦合的

H am ilton2Jacob i2Issacs 偏微分方程, 求解非常困

难;要么涉及多个边界条件,求解非常复杂.

本文对存在外扰的非线性M IM O 系统的
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H 2öH ∞混合模糊控制问题进行了研究. 利用 T 2S 模
糊线性模型逼近非线性系统,进行模糊输出反馈控

制. 采用模糊模型逼近非线性系统,必然存在逼近误

差, 它将影响系统的动态性能, 甚至导致系统不稳

定. 考虑它们对系统动态性能和鲁棒性的影响,本文

在 T 2S 模糊线性模型中引入一个组合扰动项,该扰

动项是外部干扰和逼近误差之和.

　　本文对于非线性系统提出了一种系统的H 2ö
H ∞模糊输出反馈控制设计方法. 该方法使闭环系

统的稳定性、鲁棒性和动态性能同时得以保证,将一

个复杂的约束优化问题转化成了特征值问题

(EV P) ,并利用LM I方法求解,方法简单实用. 与以

往的方法比较,本文方法只有一个边界条件,求解简

单.

2　问题描述
　　考虑如下形式的非线性多输出ö多输出系统:

xα( t) = f (x , u ) + Ξd , (1)

y = C x ( t). (2)

式中: x = [x 1, x 2, x 3,⋯, x n ]T∈R n为状态向量; u =

[u 1, u 2, u 3,⋯, um ]T ∈ R m 为控制向量; y = [y 1, y 2,

⋯, y p ]T ∈ R p 为输出向量; f (x , u ) 为光滑函数, 且

f (0, 0) = 0; C ∈R p×p 为输出矩阵, Ξd ∈R n为未知

有界的外部干扰.

非线性系统 (1) 的局部线性输入ö输出关系采
用 T 2S [7 ] 模糊线性动力学模型近似表示如下:

S i: if z 1 ( t) is F i
1 ⋯and z g ( t) is F i

g then

xα( t) = A ix ( t) + B iu ( t) + Ξi ( t) ,

Ξ( t) = Ξi ( t) , i = 1, 2,⋯,L . (3)

式中: F i
j 为模糊子集,A i ∈ R n×n ,B i ∈ R n×m , C i ∈

R p×n , L 为 if2then规则数, z 1 ( t)⋯z g ( t) 为前件变量,

Ξi ( t) = f (x , u ) - A ix ( t) - B iu ( t) + Ξd ( t) 为逼近

误差与外部干扰之和.

通过模糊推理, 可得模糊系统 (3) 的最后输出

为

xα( t) = ∑
L

i= 1
Λi (z ( t) ) ( (A ix ( t) + B iu ( t) ) + Ξ( t) ,

Ξ( t) = ∑
L

i= 1
Λi (z ( t) ) Ξi ( t) =

f (x , u ) - ∑
L

i= 1
Λi (z ( t) ) (A ix ( t) +

B iu ( t) ) + Ξd. (4)

式中

Λi (z ( t) ) = ∏
g

j= 1

F i
j (z j ( t) ) ∑

L

i= 1
∏

g

j = 1

F i
j (z j ( t) ).

其中: F i
j (z i ( t) ) 表示 z i ( t) 属于 F i

j 的隶属度,

F i
j (z i ( t) ) ≥ 0, j = 1, 2,⋯, g. 假 定 Π t,

∑
L

i= 1
∏

g

j= 1
F i

j (z i ( t) ) > 0, 则有 Λi (z ( t) ) ≥ 0, i = 1, 2,

⋯,L ,∑
L

i= 1
Λi (z ( t) ) = 1.

采用模糊输出反馈控制器控制上述系统,其第 i

条规则如下:

C i: if z 1 ( t) is F i
1 ⋯and z g ( t) is F i

g then

u ( t) = - K iy ( t) , i = 1, 2,⋯,L , (5)

则模糊输出反馈控制器为

u ( t) = ∑
L

i= 1
- Λi (z ( t) ) K iy , (6)

式中 K i ∈R m×n ( i = 1, 2,⋯,L ) 为反馈控制矩阵.

由式 (4) 和 (6) 可得

xα( t) = ∑
L

i= 1
∑

L

j = 1
Λi (z ( t) ) Λj (z ( t) )A ijx ( t) + Ξ.

(7)

式中: A ij = A i - B iK jC , Ξ由模糊逼近误差和外部
干扰组成,它将使控制系统的性能变差,甚至导致非

线性控制系统不稳定. 因此首先需要考虑怎样抑制

Ξ对系统性能的影响, 使闭环系统具有较强的鲁棒

性; 其次考虑怎样设计反馈矩阵K i ( i = 1, 2,⋯,L ) ,

使闭环系统具有较好的动态性能. 本文利用H ∞ 和

H 2 范数分别衡量系统的鲁棒性和动态性能,对系统

实行H 2öH ∞ 的混合控制.

考虑如下 H ∞ 控制性能指标和二次型性能指

标:

∫
tf

0
x TQ 1x d t≤ x T (0) P 1x 1 (0) + Θ2∫

tf

0
ΞT Ξd t. (8)

式中: tf 表示控制时间终端, Θ为衰减水平常数,Q 1

和 P 1 为适当维数的加权对称正定矩阵.

J 2 (u ) =∫
tf

0
{x T ( t)Q 2x ( t) + uT ( t)R 2u ( t) }d t,

(9)

式中Q 2 和R 2 为适当维数的加权对称正定阵.

设计目标: 对于闭环系统 (7) , 寻找一个模糊输

出反馈控制器 (6) ,使得系统在满足H ∞干扰抑制约

束 (8) 的条件下, 二次型性能指标 (9) 获得次优解,

在无外扰的条件下,闭环系统

xα( t) = ∑
L

i= 1
∑

L

j= 1
Λi (z ( t) ) Λj (z ( t) )A ij x ( t) + ∃Ξ

(10)

在平衡点 (x ( t) = 0) 是局部二次型稳定的,式中
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∃Ξ = f (x , Λ) - ∑
L

i= 1
Λi (z ( t) ) (A ix ( t) + B iu ( t) )

(11)

为逼近误差.

假定 1　对于系统 1,存在边界参数 ∃A ,使得

‖∃Ξ( t)‖≤‖∃A x ( t)‖, Π x ( t). (12)

3　H 2öH ∞模糊输出反馈控制
　　 首先考虑 H ∞ 控制, 对于系统 (7) , 选择

L yapunov函数: V ( t) = x T ( t) P 1x ( t) ,则

Vα( t) = xαT ( t) P 1x ( t) + x T ( t) P 1xα( t) =

(∑
L

i= 1
∑

L

j= 1
Λi (z ( t) ) Λj (z ( t) )A ijx ( t) +

Ξ( t) )
T
P 1x ( t) + x T ( t) P 1 (∑

L

i= 1
∑

L

j= 1
Λi (z ( t) ) ×

Λj (z ( t) )A ijx ( t) + Ξ( t) ) =

∑
L

i= 1
∑

L

j= 1
Λi (z ( t) ) Λj (z ( t) ) x T ( t) (A T

ijP 1 +

P 1A ij ) x ( t) -
1
ΘP 1x ( t) - ΘΞ( t)

T

×

1
ΘP 1x ( t) - ΘΞ( t) + Θ2ΞT ( t) Ξ( t) +

1
Θ2 x T ( t) P 1P 1x ( t) ≤

∑
L

i= 1
∑

L

j= 1
Λi (z ( t) ) Λj (z ( t) ) x T ( t) ×

A T
ijP 1 + P 1A ij +

1
Θ2 P 1P 1 x ( t) +

Θ2ΞT ( t) Ξ( t). (13)

　　定理 1　对于系统 (7) ,如果 P 1 = P T
1 > 0是如

下矩阵不等式的公共解:

A T
ijP 1 + P 1A ij +

1
Θ2 P 1P 1 + Q 1 < 0,

i = 1, 2,⋯,L . (14)

那么,对于给定的衰减水平常数 Θ,可获得H ∞ 控制

性能指标 (8).

证明　由式 (14) 有

A T
ijP 1 + P 1A ij +

1
Θ2 P 1P 1 < - Q 1, (15)

将式 (15) 代入式 (13) 可得

Vα( t) ≤

- ∑
L

i= 1
∑

L

j= 1
Λi (z ( t) ) Λj (z ( t) ) x T ( t)Q 1x ( t) +

Θ2ΞT ( t) Ξ( t) = - x T ( t)Q 1x ( t) + Θ2ΞT ( t) Ξ( t).

(16)

对式 (16) 两边积分得

V ( tf ) - V (0) ≤

-∫
tf

0
x T ( t)Q 1x ( t) d t + Θ2∫

tf

0
ΞT ( t) Ξ( t) d t,

所以

∫
tf

0
x T ( t)Q 1x ( t) d t≤

V (0) - V ( tf ) + Θ2∫
tf

0
ΞT ( t) Ξ( t) d t≤

x T (0) P 1x (0) + Θ2∫
tf

0
ΞT ( t) Ξ( t) d t. □

　　通过实行H ∞ 控制,使外部干扰和逼近误差的

影响得到了有效衰减. 下面讨论求解系统的二次型

性能指标最优控制问题. 因为存在逼近误差 ∃Ξ, 求

解系统的二次型性能指标最优解困难, 所以通过最

小化H 2 性能指标 (9) 来求问题的次优解,放弃求最

优解. 由式 (9) 有

J 2 (u ) =∫
tf

0
{x T ( t)Q 2x ( t) + uT ( t)R 2u ( t) }d t =

x T (0) P 2x (0) - x T ( tf ) P 2x ( tf ) +

∫
tf

0 {x T ( t)Q 2x ( t) + uT ( t)R 2u ( t) +

d
d t

(x T ( t) P 2x ( t) ) }d t≤⋯≤

x T (0) P 2x (0) +∫
tf

0 {∑
L

i= 1
∑

L

j= 1
Λi (z ( t) ) ×

Λj (z ( t) ) x T ( t) (Q 2 + C T K T
j R 2K jC + A T

ijP 2 +

P 2A ij + P 2P 2) x ( t) + ∃ΞT ( t) ∃Ξ( t) }d t. (17)

由假定 1有

∃ΞT ( t) ∃Ξ( t) ≤ (∃A x ( t) ) T (∃A x ( t) ) =

x T ( t) ∃A T ∃A x ( t) ,

则

J 2 (u ) ≤

x T (0) P 2x (0) +∫
tf

0 {∑
L

i= 1
∑

L

j= 1
Λi (z ( t) ) ×

Λj (z ( t) ) x T ( t) (Q 2 + C TK T
j R 2K jC + A T

ijP 2 +

P 2A ij + P 2P 2 + ∃A T ∃A ) x ( t) }d t. (18)

如果

A T
ijP 2 + P 2A ij + C T K T

j R 2K jC + P 2P 2 +

∃A T ∃A + Q 2 < 0, (19)

那么

J 2 (u ) ≤ x T (0) P 2x (0). (20)

显然, 二次型性能指标次优控制问题可转化为下述

优化问题:

m in
P 2

x T (0) P 2x (0) , (21)
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　　A T
ijP 2 + P 2A ij + C TK T

j R 2K jC + P 2P 2 +

　　∃A T ∃A + Q 2 < 0, P 2 > 0. (22)

通过最小化 J 2 (u ) 的上界,获得二次型性能指标 (9)

的次优解,实现H 2 次优控制.

上面分别讨论了H ∞ 模糊控制和H 2 模糊控制

问题. 如果找到一个共同的 P ,使它同时满足式 (14)

和式 (22) ,则达到了控制目标,即系统在满足H ∞干

扰抑制约束 (8) 的条件下, 实现了 H 2 次优模糊控

制. 也就是说,系统实现了H 2öH ∞ 混合模糊控制.

上述问题可描述如下:

m in
P

x T (0) P x (0) ,

　　P = P T = P 1 = P 2 > 0; (23)

　　A T
ij P + PA ij +

1
Θ2 P P + Q 1 < 0,

　　　　i = j = 1, 2,⋯,L ; (24)

　　A T
ij P + PA ij + C TK T

j R 2K jC +

　　P P + ∃A T ∃A + Q 2 < 0,

　　　　i = j = 1, 2,⋯,L . (25)

　　 从上面的分析可知, 基于模糊观测器的

H 2öH ∞ 混合模糊控制器设计的关键是通过求解式

(23)～ (25) 的优化问题求解公共矩阵 P. 因为式

(23)～ (25) 不是一个凸函数优化问题,难以求出公

共矩阵 P. 为此,将它转化为线性矩阵不等式 (LM I)

问题,LM I又称为特征值 (EV P) 问题, 可以通过凸

最优化方法来求解.

令W = P - 1,式 (24) 和 (25) 两边同时左乘和右

乘W 得

W A T
i - W C TK T

j B
T
i + A iW - B iK jCW +

1öΘ2 + W Q 1W < 0, (26)

W A T
i - W C TK T

j B
T
i + A iW - B iK jCW +

W C T K T
j R 2K jCW + I + W (∃A T ∃A + Q 2)W < 0.

(27)

　　 令 H j = K jCW , 利用 Schu r Comp lem en t, 式

(26) 和 (27) 可化为

W A T
i + A iW - B iH j -

(B iH j ) T + 1öΘ2
W

W - Q - 1
1

< 0, (28)

W A T
i + A iW - B iH j -

(B iH j ) T + I
W H T

j

W
- (∃A T ∃A +

Q 2) - 1
0

H j 0 - R - 1
2

< 0.

(29)

式 (28) 和 (29) 是两个线性矩阵不等式. 所以, 优化

问题式 (23)～ (25) 可转化为以下 EV P 问题求解:

m in x T (0)W - 1x (0) , (30)

s. t. W = W T ,式 (28) 和 (29).

　　综合上述设计过程,可得设计程序如下:

1) 选择隶属函数和模糊系统规则;

2) 选择权矩阵Q 1,Q 2和R 2,给定衰减水平常数

Θ和边界参数 ∃A ;

3) 解 EV P 问题 (30) ,求得W 和H j;

4) 求 K j , K j = H j (CW ) + , (CW ) + =

W TC T (CW W TC T ) - 1 为CW 的广义逆;

5) 检查假定 1 是否满足, 如果不满足, 调节边

界参数 ∃A ,重复 3)～ 5) ;

6) 构造模糊输出反馈控制器 (7).

4　系统稳定性分析
　　定理 2　在非线性系统 (4) 中,若对于H 2öH ∞

次优控制问题 (23)～ (25) ,存在公共解 P = P T >

0,则闭环系统 (10) 在平衡点 x = 0是局部二次稳定

的.

证明　构造L yapunov函数

V (x ( t) ) = x T ( t) P x ( t) ,

则

Vα(x ( t) ) = xαT ( t) P x ( t) + x T ( t) P xα( t) =

∑
L

i= 1
∑

L

j = 1
Λi (z ( t) ) Λj (z ( t) )A ijx ( t) + ∃Ξ

T
P x ( t) +

x T ( t) P ∑
L

i= 1
∑

L

j= 1
Λi (z ( t) ) Λj (z ( t) )A ij x ( t) + ∃Ξ =

∑
L

i= 1
∑

L

j = 1
Λi (z ( t) ) Λj (z ( t) ) x T ( t) (A T

ijP +

PA ij ) x ( t) - (∃Ξ( t) - P x ( t) ) T ×

(∃Ξ - P x ( t) ) + ∃ΞT ( t) ∃Ξ( t) + x T ( t) P P x ( t) ≤

∑
L

i= 1
∑

L

j = 1

Λi (z ( t) ) Λj (z ( t) ) x T ( t) (A T
ijP + PA ij +

　P P + ∃A T ∃A ) x ( t) ≤∑
L

i= 1
∑

L

j = 1
Λi (z ( t) ) ×

　Λj (z ( t) ) x T ( t) (- C T K T
j ( t)R 2K jC - Q 2) x ( t) < 0.

故定理得证. □

由定理 2可知, 按照上节提出的方法设计的闭

环系统,在平衡点 (x = 0) 是局部二次稳定的.

(下转第 1236页)
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P 1 =
1 - 1

- 1 8
, P 2 =

1. 2 - 1

- 1 7. 8
.

此外令

U 0 = {u (k ) û‖u (k )‖≤ 2},

X 0 = {x (k ) û‖x (k )‖≤ 4},

并令

W = {x (k ) ûx T (k ) P 1x (k ) ≤ 1}∩

　 　{x (k ) ûx T (k ) P 2x (k ) ≤ 1},

Β = 3. 5.

按照定理1和定理2的结论计算得到Θλ= 0. 55,将以

上数据代入C1控制器中进行仿真,得到 v (k , x (k ) )

作为系统输入. 图 1为系统的状态 x (k ) 的各个分量

随时间变化的图像,可以看出,系统渐近稳定.

7　结　　论
　　针对有约束非线性系统的预测控制器,本文引

入了集结策略,给出了一种新的预测控制器C1,大

大减少了该控制器的在线计算量; 同时对该控制器

的性质进行了分析并给出了相关结论. 进而在C1

的基础上,给出了一种双模控制律,可使闭环系统渐

近稳定.
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5　结　　论
　　本文研究了非线性多输入ö多输出系统的H 2ö

H ∞混合模糊控制问题,提出了一种H 2öH ∞模糊输

出反馈控制设计方法. 与已提出的H 2öH ∞混合控制

方法相比,该方法具有以下特点: 1) 该方法考虑了

模糊逼近误差和外部干扰对系统性能的影响,既能

有效抑制外部干扰和模糊逼近误差对系统性能的影

响,又能使系统获得较好的动态性能; 2) 该方法采

用LM I方法求解 EV P, 大大简化了控制系统的设

计,便于应用; 3) 该方法只需调整一个边界参数,缩

短了设计时间,简化了设计过程.
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