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摘　要: 针对有约束非线性系统预测控制在线计算量大的问题,引入集结策略降低其在线计算量并重点讨论了系统

的稳定性问题. 指出当控制器的终端状态处于某集合内且集结衰减系数的上界满足一定条件时,其最优目标函数递

减. 进而提出了一个双模控制律,可使系统渐近稳定. 最后,通过仿真对该结论进行了验证.
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Abstract: In o rder to reduce the on line computation burden of p redict ive con tro l fo r constra ined non linear system s,

the aggregation stra tegy is in troduced and the system stab ility is analyzed. It is show n that the op tim al co st function

w ill be decreasing if the term inal sta te of the con tro ller lies in a certa in set and the upper bound of the decaying coef2
ficien t sat isfies som e condit ions. A dual2model con tro l law is p ropo sed to m ake the con tro lled system s asymp to tically

stab le. T he sim ulation resu lt show s the effectiveness of the m ethod.
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1　引　　言
　　模型预测控制 (M PC )近年来已成为控制界研

究的热点[1 ]. M PC 中,在每一采样时刻,通过解决一

个有限时域的优化问题,得到一控制序列,但只有该

序列的第 1项作为输入应用到系统中,下一时刻,重

复上述过程. 对非线性系统的预测控制问题,由于其

更接近实际情况并且难度更大,一直是研究的热点.

M agn i和N ico lao [2 ]针对非线性系统提出了一种双

模控制器. 通过引入一个使线性化系统稳定的线性

反馈控制律 K x , 得到与之对应的状态不变集作为

其终端约束集, 进而取该集合内以 K x 为控制律时

无穷时域上的目标函数作为其终端代价函数,最后

得到了该控制器的稳定性.

典型的模型预测控制器在线求解一非线性约束

优化问题,在线计算量通常较大. 为克服这一困难,

文献[ 3 ]提出了一种输入集结方法,通过引入集结变

换,将预测控制器的控制变量数目大大减少,从而降

低了在线计算量; [ 4 ]针对线性系统提出了一种基于

集结的预测控制器,并在该预测控制器的基础上给

出一种双模控制律,使得系统渐近稳定. 为此,本文

从另一个角度对基于集结策略的非线性预测控制进

行了研究并得到了相应的结论.
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2　预备知识
　　考虑如下非线性系统:

x (k + 1) = f (x (k ) , u (k ) ). (1)

其中: x (k ) ∈X Α R n , u (k ) ∈U Α R m 分别为系统

状态和系统输入; X 和U 为闭紧集, 0∈X , 0∈U ,U

为一凸集; f (õ, õ) 为一个连续函数且 (0, 0) 为系统

的一个平衡点, 即 f (0, 0) = 0. 现作如下定义和假

设:

定义 1　设 Y 为一闭紧集, 0∈ Y ,记 ∆(Y ) 为 Y

的边界,定义 rλ(Y ) = m ax
y∈∆(Y )
‖y‖.

定义 2　B r为一个以原点为中心,以 r≥ 0为半

径的超球体.

定义 3　设 S , T 为两个包含原点的闭紧集,且

S Β T ,定义

d (S , T ) = m in{‖x - y‖ûx ∈ ∆S , y ∈ ∆T },

(2)

其中 ∆S , ∆T 分别表示 S 和 T 的边界.

假设1　存在 (0, 0) 点的一个有限邻域X 0×U 0

= 0 0,使得当 (x (k ) , u (k ) ) ∈0 0时,系统 (1) 为若干

线性系统的凸组合,即

Π (x (k ) , u (k ) ) ∈ 0 0,

f (x (k ) , u (k ) ) = ∑
L

i= 1
Κi [A ix (k ) + B iu (k ) ],

Κi ≥ 0且∑
L

i= 1
Κi = 1, (3)

也可表示为

f (x (k ) , u (k ) ) ∈

Co{A ix (k ) + B iu (k ) , i = 1, 2,⋯,L }. (4)

　　假设 2　A i均为稳定阵,且对任一A i都存在一

矩阵P i > 0,使得对某正数Χ和集合X i = {x ûx TP ix

≤Χ},有A iX i < X i ( i = 1, 2,⋯,L ) 成立,其中A iX i

= {y ûy = A ix , x ∈X i}.

假设 3　对于A i和X i,有Co{A iX i} < X 1∩X 2

∩⋯∩X L = W ,其中

Co{A iX i} = y ûy = ∑
L

i= 1
Αix i, Αi ≥ 0,

∑
L

i= 1
Αi = 1, x i∈A iX i .

3　集结非线性预测控制器
　　考虑如下非线性系统 (1) 的预测控制器[5 ]:

C0: m in
u (k+ iûk )

J (k ) =

　　∑
N - 1

i= 0

[‖x (k + iûk )‖2 +

　　‖u (k + iûk )‖2 ]. (5)

　　s. t. x (k + i + 1ûk ) =

　　　　f (x (k + iûk ) , u (k + iûk ) ) ,

　　　　x (kûk ) = x (k ) ;

　　　　x (k + iûk ) ∈X ;

　　　　u (k + iûk ) ∈U , i = 0, 1,⋯,N - 1;

　　　　x (k + N ûk ) = 0;

其中 x (k ) 为系统状态.

引理 1[5 ]　对于由C0描述的M PC 控制器,设

其 k 时刻最优解为

U 3 (k ) = [u3 (k ûk ) , u 3 (k + 1ûk ) ,⋯,

u3 (k + N - 1ûk ) ], (6)

以 u3 (kûk ) 作为系统 k 时刻输入, 则受控系统渐近

稳定.

如上所述,在这一标准问题中,控制器每一时刻

要求解优化问题C0, 优化的变量为N 个m 维变量

u (k + iûk ) ,因涉及到非线性系统,并且 x (k + iûk )

∈X 和 u (k + iûk ) ∈U 不一定都是线性约束,故其

每一时刻的寻优属于非线性规划的范畴; 随着N 的

增长,计算量将急剧增大,不利于预测控制的在线计

算. 类似于文献[ 4 ],为减少控制器的在线计算量,本

文引入了文献 [ 3 ] 中的集结策略, 将其修改后得到

如下预测控制器:

C1: m in
U (k )

J (k ) =

　　∑
N - 1

i= 0
[‖x (k + iûk )‖2 + ‖u (k +

　　iûk )‖2 ] + ‖x (k + N ûk )‖2, (7)

　　s. t. x (k + i + 1ûk ) =

　　　　f (x (k + iûk ) , u (k + iûk ) ) ,

　　　　x (k ûk ) = x (k ) ;

　　　　u (k + iûk ) ∈U ;

　　　　x (k + iûk ) ∈X , i = 0, 1,⋯,N - 1;

　　　　x (k + N ûk ) ∈W ;

　　　　u (k + s + j ûk ) = Θj (k ) u (k + sûk ) ,

　　　　0≤ Θj (k ) ≤ Θλ < 1,

　　　　j = 1, 2,⋯,N - s - 1;

　　　　U (k ) = [u (kûk ) , u (k + 1ûk ) ,⋯,

　　 　 　　　　u (k + N - 1ûk ) ].

其中: s为一个选定的整数,且 s≥ 0;W 为假设 3中

定义的集合且设其满足如下条件: 存在一个正数 Β
> 1,使得W Α B rλ(W ) < ΒW Α X 0. 这相当于对原优

化变量U (k ) 作一线性集结,其中集结矩阵的形式为
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　H =

I 0 0 ⋯ 0 0 0

0 I 0 � � � �

� 0 ω 0 0 0 0

0 ⋯ 0 I Θ(k ) I ⋯ ΘN - s- 1 (k ) I

T

(8)

H 为一N m × (s + 1)m 矩阵.

　　注 1　在该控制器中 s的取值范围是 0～ N -

1 的整数. 当 s越大时,说明引入的集结约束条件越

少,最优目标函数值越小,但这样在线计算的控制变

量数则越多,在线计算量越大; 当 s越小时则相反. s

= 0与 s = N - 1分别对应于仅当前u (kûk ) 和Θ(k )

为优化变量以及未集结这两种极端情况. 所以,要根

据具体的在线计算能力选择一个适当的 s值.

对于C1控制器,由引理 1无法得到其闭环系统

的稳定性,所以有必要重新对其性质进行讨论.

4　集结非线性预测控制器的性质分析
　　定理 1　设由C1描述的M PC 控制器,其 k 时

刻最优解为

U 3 (k ) =

[u3 (k ûk ) , u 3 (k + 1ûk ) ,⋯, u 3 (k + sûk ) ,

Θ3 (k ) u 3 (k + sûk ) ,⋯, (Θ3 (k ) ) N - s- 1 ×

u3 (k + sûk ) ], (9)

u3 (kûk ) 作为系统 (1) 的 k 时刻输入,则必存在一个

正数 Ε,使得当 Θλ≤ Ε时,

U (k + 1) =

[u3 (k + 1ûk ) ,⋯, u 3 (k + sûk ) ,

Θ3 (k ) u 3 (k + sûk ) ,⋯, (Θ3 (k ) ) N - s ×

u3 (k + sûk ) ] (10)

为C1控制器 k + 1时刻的一个可行解.

证明 　 设与U 3 (k ) 对应的系统预测状态为

x 3 (kûk ) , x 3 (k + 1ûk ) ,⋯, x 3 (k + N ûk ) ,与U (k +

1) 对应的系统预测状态为 x (k + 1ûk + 1) , x (k +

2ûk + 1) ,⋯, x (k + N + 1ûk + 1). 容易得到

x (k + 1 + iûk + 1) = x 3 (k + 1 + iûk ) ,

i = 0, 1,⋯,N - 1. (11)

　　可以看出,要求U (k + 1) 可行的一个关键条件

是 x (k + 1 + N ûk + 1) ∈W .

因U 为有限集合,故必存在一个 Ε1∈ [ 0, 1) ,使

得对Π Θ3 (k ) ∈ [ 0, Ε1) ,有 (Θ3 (k ) ) N - sU Α U 0,此时

必有 (Θ3 (k ) ) N - su3 (k + sûk ) ∈U 0,又因为 x 3 (k +

N ûk ) ∈ W Α X 0, 所 以 有 (x 3 (k + N ûk ) ,

(Θ3 (k ) ) N - su 3 (k + sûk ) ) ∈ 0 0. 根据假设 1知:存在

Κ1 ≥ 0, Κ2 ≥ 0,⋯, ΚL ≥ 0且∑
L

i= 1
Κi = 1,使

f (x 3 (k + N ûk ) , (Θ3 (k ) ) N - su 3 (k + sûk ) ) =

∑
L

i= 1
ΚiA ix

3 (k + N ûk ) + ∑
L

i= 1
Κi (Θ3 (k ) ) N - sB i×

u3 (k + sûk ). (12)

将式 (12) 中前后两分量分别记为M 1 和M 2.

因为 x 3 (k + N ûk ) ∈X 1∩X 2∩⋯∩X L ,所

以有A 1x 3 (k + N ûk ) ∈A 1X 1,⋯,A L x 3 (k + N ûk )

∈ A L X L , 故 M 1 ∈ Co{A iX i}. 同 时, 因 为

d (Co{A iX i},W ) > 0, 故必存在一 Ε2 > 0, 使得

Θ3 (k ) ∈ [ 0, Ε2) 时,对于任意的 i∈ {1, 2,⋯,L },有

(Θ3 (k ) ) N - sB iU Α B d (Co{A iX i},W ) ,

即有

(Θ3 (k ) ) N - sB iu
3 (k + sûk ) Α B d (Co{A iX i

) ,W )

或M 2 ∈B d (Co (A iX i},W ).

通过以上分析可知,取 Θλ≤ Ε= m in{Ε1, Ε2} 时,

有M 1∈Co{A iX i}和M 2∈B d (Co{A iX i},W ) ,结合定义 3

可得

f (x 3 (k + N ûk ) , (Θ3 (k ) ) N - su 3 (k +

sûk ) ) = M 1 + M 2 ∈W .

又因为 u (k + 1) 满足C1中各项约束,结合上述得

U (k + 1) 为该控制器在 k + 1时刻的一个可行解.

□

定理 2　设由C1描述的M PC控制器 k 时刻最

优解为

U 3 (k ) =

[u3 (k ûk ) , u 3 (k + 1ûk ) ,⋯, u 3 (k + sûk ) ,

Θ3 (k ) u 3 (k + sûk ) ,⋯, (Θ3 (k ) ) N - s- 1 ×

u3 (k + sûk ) ], (13)

u3 (kûk ) 作为系统 (1) 的 k时刻输入, x (k ) 为系统状

态, 若 x (0) | B rλ(W ) + ∃ , 则必定存在一个 Ε′, 如果C1

控制器中的Θλ满足Θλ= m in{Ε′, Ε},当 k→∞时, x (k )

必定进入或无限趋近于B rλ(W ) + ∃ ,其中: ∃为一个事先
给定的正数, Ε符合定理 1中条件.

证明　由定理 2条件,因 Θλ≤ Ε,故可与定理 1

类似,由U 3 (k ) 得到该控制器 k + 1时刻的可行解

U (k + 1). 设与C1控制器 k时刻最优解U 3 (k ) 对应

的目标函数为J 3 (k ) ,与该控制器 k + 1时刻可行解

U (k + 1) 对应的目标函数为J (k + 1) ,根据最优性

原理容易得到

J 3 (k ) - J 3 (k + 1) ≥

　‖x (k )‖2 - ‖x (k + N + 1ûk + 1)‖2 -

　‖ (Θ3 (k ) ) N - su3 (k + sûk )‖2. (14)

　　根据定理 2条件,可知 x (k + N + 1ûk + 1) ∈

W ,即有‖x (k + N + 1ûk + 1)‖2≤ rλ(W ) 2;另一
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方面,类似于定理 1中的分析,因 u3 (k + sûk ) ∈U

且U 为有限集,故可找到一个正数 Ε′,使得当 Θ3 (k )

≤ Ε′时,对 Π u 3 (k + sûk ) ∈U 有

‖ (Θ3 (k ) ) N - su 3 (k + sûk )‖2 ≤

∃2 + 2rλ(W ) ∃.

所以当 Θλ = m in{Ε′, Ε}时,有

‖x (k + N + 1ûk + 1)‖2 +

‖ (Θ3 (k ) ) N - su 3 (k + sûk )‖2 ≤

(rλ(W ) + ∃) 2.

　　当某一 x (k ) 进入B rλ(W ) + ∃内时,系统结论已得;

否则,对所有 k ,由式 (14) 和定理 2条件可知

J 3 (k ) - J 3 (k + 1) ≥

‖x (k )‖2 - (rλ(W ) + ∃) 2 > 0, (15)

将式 (15) 从 k～ ∞迭加并令

y (k + i) = ‖x (k + i)‖2 - (rλ(W ) + ∃) 2,

可得 J 3 (k ) ≥ J 3 (∞) + ∑
∞

i= 0

y (k + i) ,由于 J 3 (k )

有限, 且等号右边各项都非负, 所以必有∑
∞

i= 0

y (k +

i) 有限,又因 y (k + i) > 0,故lim
i→∞

y (k + i) = 0或

lim
i→∞

(‖x (k + i)‖2 - (rλ(W ) + ∃) 2) = 0,即系统状

态 x (k ) 无限趋近B rλ(W ) + ∃. □

由定理 2可知,当C1控制器中的参数Θλ满足某
种条件时, 系统状态可以从某集合外无限趋近或进

入其中,但无法保证系统的渐近稳定性. 下面进一步

给出一种可使系统渐近稳定的双模控制律.

5　一种双模控制律
　　引理 2　对系统 (1) ,若任意的状态 x (k ) ∈W ,

当取 u (k + i) = 0, i = 0, 1,⋯,则有 x (k + i) ∈W

且当 i→∞时,有 x (k + i) → 0.

证明略.

下面给出一种双模控制律: x (k ) 为系统 k 时刻

状态,因B rλ(W ) < ΒW ,故可假设B rλ(W ) + ∃ < ΒW . 利用

u3 (kûk ) 表示由C1控制器得到的系统输入,则双模

控制律

v (k , x (k ) ) =
u3 (kûk ) , x (k ) | ΒW ;

0, x (k ) ∈ ΒW .
(16)

　　 因为B rλ(W ) + ∃ < ΒW , 所以若 x (k ) 趋近或进入

B rλ(W ) + ∃ ,则有 x (k ) ∈ ΒW . 这说明通过将C1作为外

部控制器,可使系统状态从 ΒW 外引入该集合中. 当

k 时刻系统状态 x (k ) 进入ΒW 后,由引理 2可知,当

u (k + i) = 0时,有 x (k + i) ∈ΒW ,且当 i→∞时

有 x (k + i) → 0.

推论1　若系统 (1) 初始状态 x (0) | ΒW ,且对

C1控制器定理 1和定理 2中的条件成立,系统输入

为 (16) 所示的双模控制律,则系统状态x (k ) 将最终

进入 ΒW 且有lim
i→∞

x (k + i) = 0,即系统渐近稳定.

6　仿真实例
　　考虑非线性系统

x (k + 1) =

A 1x (k ) + B u (k ) ,‖x (k )‖≥ 4;

‖x (k )‖
4

A 1x (k ) + 1 -
‖x (k )‖

4
×

A 2x (k ) + B u (k ) ,‖x (k )‖≤ 4.

其中

A 1 =
- 0. 64 0. 8

0 - 0. 48
,

A 2 =
- 0. 52 0. 8

0 - 0. 56
,

B =
- 0. 6

- 1. 5
, Q =

1 1

1 2
,

x (k ) ∈X = {x (k ) û‖x (k )‖Q ≤ 15},

u (k ) ∈U = {u (k ) û‖u (k )‖≤ 6}.

系统初始状态 x (0) =
- 8

7
. 根据假设 2,对A 1和

A 2 分别取

(a)　x 1 (k ) 的变化曲线　　　　　　　　　　　　　 (b)　x 2 (k ) 的变化曲线

图 1　x (k) 的各分量随时间变化的曲线
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P 1 =
1 - 1

- 1 8
, P 2 =

1. 2 - 1

- 1 7. 8
.

此外令

U 0 = {u (k ) û‖u (k )‖≤ 2},

X 0 = {x (k ) û‖x (k )‖≤ 4},

并令

W = {x (k ) ûx T (k ) P 1x (k ) ≤ 1}∩

　 　{x (k ) ûx T (k ) P 2x (k ) ≤ 1},

Β = 3. 5.

按照定理1和定理2的结论计算得到Θλ= 0. 55,将以

上数据代入C1控制器中进行仿真,得到 v (k , x (k ) )

作为系统输入. 图 1为系统的状态 x (k ) 的各个分量

随时间变化的图像,可以看出,系统渐近稳定.

7　结　　论
　　针对有约束非线性系统的预测控制器,本文引

入了集结策略,给出了一种新的预测控制器C1,大

大减少了该控制器的在线计算量; 同时对该控制器

的性质进行了分析并给出了相关结论. 进而在C1

的基础上,给出了一种双模控制律,可使闭环系统渐

近稳定.
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5　结　　论
　　本文研究了非线性多输入ö多输出系统的H 2ö

H ∞混合模糊控制问题,提出了一种H 2öH ∞模糊输

出反馈控制设计方法. 与已提出的H 2öH ∞混合控制

方法相比,该方法具有以下特点: 1) 该方法考虑了

模糊逼近误差和外部干扰对系统性能的影响,既能

有效抑制外部干扰和模糊逼近误差对系统性能的影

响,又能使系统获得较好的动态性能; 2) 该方法采

用LM I方法求解 EV P, 大大简化了控制系统的设

计,便于应用; 3) 该方法只需调整一个边界参数,缩

短了设计时间,简化了设计过程.
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