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变权决策中变权效果分析与状态变权向量的确定
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摘　要: 引入状态变权向量调节度和标准调节度以及调权水平的概念,为分析状态变权向量调节权重的能力提供了

可量化的工具. 利用标准调节度讨论了选择状态变权向量的一些基本原则和理论依据,并由调权水平给出了一种选

择状态变权向量的可操作性方法.
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1　引　　言
　　在多因素决策问题中,一种常用的决策模型是

加权平均模型∑
m

j = 1

w jx j , 其中: w j 为因素的权重, 满

足∑
m

j= 1

w j = 1; x j ( j = 1,⋯,m ) 为因素的状态值. 在

此模型中无论状态值如何变化,权重总是保持不变,

故称其为常权综合. 但对于实际决策问题, 这种“常

权综合”具有一定的片面性, 有时可能导致不科学

的决策[1 ]. 为此, 文献 [ 2 ] 提出了变权的思想, 文献

[ 1 ] 进一步给出了变权综合决策模型∑
m

j= 1
w j (x 1,⋯,

x m ) x j ,其中: w j (x 1,⋯, x m ) 是与因素状态值有关的

变权, 满足归一性条件∑
m

j= 1
w j (x 1,⋯, x m ) = 1. 根据

权重的变化趋势, 文献 [ 1, 3 ] 将变权分为惩罚型变

权、激励型变权和混合型变权 3种形式,并给出了每

种变权的公理化定义. 为研究权重变化规律,又相应
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地引入了惩罚型、激励型和混合型状态变权向量及

均衡函数的概念, 并得出如下重要结论: 设 X =

(x 1,⋯, x m ) 为因素状态向量,W = (w 1,⋯,w m ) 为

因素常权向量, S (X ) = (S 1 (X ) ,⋯, S m (X ) ) 为状态

变权向量, 则变权向量 W (X ) = (w 1 (X ) ,⋯,

w m (X ) ) 可 表 示 为 W 和 S (X ) 的 归 一 化 的

H adam ard 乘积,即

w j (X ) = w jS j (X ) ∑
m

k= 1
w kS k (X ) ,

j = 1, 2,⋯,m .

因为均衡函数的梯度向量构成状态变权向量,这样,

在实际应用中构成合适的状态变权向量或均衡函

数,也就相当于确定了因素之间权重的变化规律. 随

后,有许多文献研究了状态变权向量与均衡函数的

性质及构造方法[3～ 11 ]. 另外, 学者们还对如何将变

权方法应用于解决实际问题进行了研究[12, 13 ]. 但在

已经构造好的状态变权向量中, 如何选择一个符合

决策问题变权规律的状态变权向量,仍是一个空白.

而它却是构建变权模型的关键. 因为只有选择了合

适的状态变权向量, 实际问题的变权规律才能在建

立的决策模型中得到真正的体现. 本文对此进行了

重点研究, 通过引入离散度和调节度以及调权水平

等概念, 对状态变权向量调节权重的能力给出了一

些度量方法, 为分析状态变权向量的变权效果提供

了理论工具, 并为如何选择合适的状态变权向量给

出了一些原则和依据,使之具有了更强的可操作性.

2　离散度和调节度
　　变权的目的是根据因素状态之间的均衡水平

调整各因素在综合决策中的作用. 因此, 在变权综

合中, 如何衡量因素状态的均衡程度并据此选择合

适的状态变权向量,是一个值得探讨的问题. 首先给

出如下概念:

定义 1　设X = (x 1, x 2,⋯, x m ) 为因素状态向

量,称

d (X ) = ∑
m

j= 1

x 2
j -

1
m ∑

m

j = 1

x j

2
(1)

为该状态向量的离散度.

不难理解,当x 1 = x 2 = ⋯= x m 时,可认为此时

因素状态之间保持绝对均衡, 故离散度反映了因素

状态向量和绝对均衡的偏差程度. 离散度的值越大,

说明因素状态之间的均衡程度越低; 离散度的值越

小,则因素状态之间均衡程度越高. 下面给出离散度

的一些性质:

性质 1 (对称性)

d (x 1,⋯, x m ) = d (y 1,⋯, y m ) , (2)

其中 (y 1,⋯, y m ) 是 (x 1,⋯, x m ) 的重排.

性质 2 (幂零性)

d (a , a ,⋯, a) = 0. (3)

　　性质 3　当m 为偶数时, d (X ) 在

X = (1,⋯, 1
m ö2

, 0,⋯, 0)

处得到最大值m ö4;当m 为奇数时, d (X ) 在

X = (1,⋯, 1
(m - 1) ö2

, 0,⋯, 0)

处得到最大值 (m 2 - 1) ö(4m ).

状态变权向量的主要功能是根据因素状态值的

变化调节各因素的权重, 从而使因素的权重能更好

地反映相应因素在决策中的作用. 不同的状态变权

向量调节权重的能力不一样, 而同一状态变权向量

在不同的状态向量下对权重的调节能力也不一样.

下面引入调节度的概念, 使状态变权向量调节权重

的能力有一个衡量标准.

定义 2　设X = (x 1, x 2,⋯, x m ) 为因素的状态

向量,W = (w 1,w 2,⋯,w m ) 为因素的常权向量,

S (X ) = (S 1 (X ) , S 2 (X ) ,⋯, S m (X ) ) 为状态变权向

量,W (X ) = (w 1 (X ) ,w 2 (X ) ,⋯,w m (X ) ) 是 由

S (X ) 得到的变权向量. 令

D (X ) =
1
2∑

m

j= 1

(w j (X ) - w j ) 2, (4)

称D (X ) 为状态变权向量S (X ) 在状态向量X 下对

常权向量W 的调节度.

易知D (X ) ∈ [ 0, 1 ]. 调节度反映了状态变权向

量调节权重的能力,调节度越大,因素之间权重的转

移越多. 在实际应用中, 如果希望权重的调节大, 则

选择调节度大的状态变权向量;否则,则选择调节度

小的状态变权向量. 对于调节度,易证:

定理 1　设W = (w 1,w 2,⋯,w m ) 为因素常权

向量, X = (x 1, x 2,⋯, x m ) 为状态向量, S (X ) 为状

态变权向量,则S (X ) 的调节度D (X ) = 0的充要条

件是

S 1 (X ) = S 2 (X ) = ⋯ = S m (X ). (5)

　　从性质 3可知,最不均衡的状态向量是 X 0, 其

中当m 为偶数时X 0 = (1,⋯, 1
m ö2

, 0,⋯, 0) ,当m 为奇

数时 X 0 = (1,⋯, 1
(m - 1) ö2

, 0,⋯, 0). 给定常权向量W =

(w 1,w 2,⋯,w m ) ,状态变权向量 S (X ) 在 X 0 下的调

节度D (X 0) ,从一个侧面反映了该状态变权向量调

节权重的能力,D (X 0) 称为 S (X ) 的“标准调节度”.

在决策问题中,如果对均衡性要求较高,则选择标准
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调节度大的状态变权向量;如果要求不高,则可选取

标准调节度稍低的状态变权向量. 对于标准调节度,

有以下结论:

定理 2　对由

S j (x 1, x 2,⋯, x m ) = e- Α(x j - xθ) ,

j = 1, 2,⋯,m (6)

构作的状态变权向量 S (X ) , 其标准调节度D (X 0)

随 ûΑû 的增大而增大.

证明　设m 为偶数. 已知当Α≥ 0时, S (X ) 为

惩罚型状态变权向量; 当 Α≤ 0 时, S (X ) 为激励型

状态变权向量[6 ]. 证明如下:

1) 惩罚型:设因素常权向量W = (w 1,⋯,w m ) ,

则

D (X 0) =

∑
m ö2

j= 1
w j e- Α

2 ∑
m ö2

k= 1
w ke- Α

2 + ∑
m

k= m ö2
w ke

Α
2 - w j

2

+

∑
m

j= m ö2
w j e

Α
2 ∑

m ö2

k= 1
w ke- Α

2 + ∑
m

k= m ö2
w ke

Α
2 - w j

2

.

　　令∑
m ö2

k= 1
w k = b,则∑

m

k= m ö2
w k = 1 - b. 因而有

D (X 0) =

∑
m ö2

j= 1

(w je- Α
2 ö(be- Α

2 + (1 - b) e
Α
2 ) - w j ) 2 +

∑
m

j= m ö2

(w je
Α
2 ö(be- Α

2 + (1 - b) e
Α
2 ) - w j ) 2.

　　当Α≥0时,只需证明和式中每项均关于Α单调
增. 事实上,第 1个和式中的每一项为

(w je- Α
2 ö(be- Α

2 + (1 - b) e
Α
2 ) - w j ) 2 =

(w j (1 - b) (e- Α
2 - e

Α
2 ) ö(be- Α

2 +

(1 - b) e
Α
2 ) ) 2,

因 (e- Α
2 - e

Α
2 ) ö(be- Α

2 + (1 - b) e
Α
2 ) ≥ 0,并易证该

式关于 Α单增,所以,第 1个和式中的每一项均关于

Α单增. 同理可证第 2个和式中的每一项也关于Α单
调增,故D (X 0) 关于 Α单调增.

2) 激励型的情形证明同 1). □

定理 3　对均衡函数

B (X ) = 2∑
m

j = 1

x j - Αd (X ) , Α∈ [ 0, 1 ], (7)

由其梯度向量构成的状态变权向量的标准调节度关

于 Α单调增.

证明过程与定理 2类似,略.

3　调权水平与状态变权向量的选取
　　对惩罚型状态变权向量,还可以从另外一个角

度进行分析. 设W = (w 1,w 2,⋯,w m ) 为因素常权向

量, S (X ) 为惩罚型状态变权向量,讨论在 X j = (1,

⋯, 1, x j , 1,⋯, 1) 且x j→0时,因素 f j的变权及其对

决策的影响. 记此时的变权为w j (X j ) ,易知w j (X j )

为因素 f j 的最大变权值. 该值在某种程度上反映了

因素 f j 对决策方案否决权的大小,也反映了决策问

题对均衡性要求的高低. w j (X j ) 的值越大, 说明有

明显缺陷的因素对决策的影响越大, 也说明该决策

问题对均衡性的要求越高. 因此,如果对均衡性要求

高,则w j (X j ) 的值就应取较大;反之,如果对均衡性

要求低, 则w j (X j ) 的值可取小一些. 为综合利用

w j (X j ) ( j = 1, 2,⋯,m ) 分析变权效果,令

A =
1

m∑
m

j = 1
w j (X j ) , (8)

称A 为状态变权向量S (X ) 的调权水平. 因为w j ≤

w j (X j ) ≤ 1,所以A ∈ [ 1öm , 1 ]. A 的值从总体上反

映了状态变权向量对因素状态之间均衡性的调节能

力,也从另一个角度反映了状态变权向量的变权效

果. 不同的决策问题对因素状态之间的均衡性有不

同的要求, 因而也就对状态变权向量的调权水平有

不同的要求. 因此, 在实际应用中, 可根据对调权水

平的要求选择状态变权向量. 对给定的常权向量W

= (w 1,w 2,⋯,w m ) ,调权水平有以下性质:

　　性质 4　A = 1的充要条件是

w j (X j ) = 1, j = 1, 2,⋯,m . (9)

　　性质 5　A = 1öm 的充要条件是

w j (X j ) = w j , j = 1, 2,⋯,m . (10)

下面讨论几类常见的状态变权向量[1～ 6 ] 的调权水

平.

1) 设 S 1 (X ) = S 2 (X ) = ⋯ = S m (X ) , 此时

w j (X j ) = w j , j = 1, 2,⋯,m ,故A = 1öm .

2) 经验公式 S′j (x 1, x 2,⋯, x m ) = ∏
i≠j

x i. 因为

w j (X j ) =

lim
x j→0

(w j öx j ) ö[ (1 - w j ) + w j öx j ] = 1, (11)

所以A = 1.

注 1　文献[ 1 ]强调“经验公式只是一类状态变

权向量,不可滥用”. 本文给出了该思想的一种解释,

因为从上述结论可以看出, 当允许某些因素状态值

很小甚至为零时, 这样的决策问题就不宜采用经验

公式.

3) 由均衡函数B (X ) = ∑
m

j = 1
x Α

j (Α∈ [ 0, 1 ]) 的梯

度向量构成的状态变权向量,易知w j (X j ) = 1,故A
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= 1.

4) S j (x 1, x 2,⋯, x m ) = e- Α(x j - xθ) , j = 1, 2,⋯,

m , Α≥ 0. 此时

w j (X j ) = w j ö[w j + (1 - w j ) e- Α], (12)

因而

A =
1

m∑
m

j= 1
w j ö[w j + (1 - w j ) e- Α]. (13)

可以看出S (X ) 的调权水平A 关于Α单增. 当Α→ 0

时,A → 1öm ;当 Α→+ ∞时,A → 1.

5) 一般由和型均衡函数∑
m

j= 1
g (x j ) (g′( t) > 0且

单调减) 所得到的状态变权向量的调权水平, 因为

S j (X ) = g′(x j ) ,所以

w j (X j ) = lim
x j→0

w j g (x j ) ö[w jg (x j ) +

(1 - w j ) g (1) ], (14)

此时

A =
1

m∑
m

j= 1

lim
x j→0

(w j g (x j ) ö(w jg (x j ) +

(1 - w j ) g (1) ) ). (15)

　　6) 由一般积型均衡函数∏
m

j= 1
h (x j ) (h′( t) > 0且

单调减) 所得到的状态变权向量的调权水平, 因此

时 S j (X ) = h′(x j )∏
k≠j

h (x k ) ,所以

w j (X j ) =

lim
x j→0

w jh′(x j ) [h (1) ]m - 1ö{w jh′(x j ) [h (1) ]m - 1 +

(1 - w j ) h (x j ) h′(1) [h (1) ]m - 2} =

lim
x j→0

w jh′(x j ) [h (1) ]m - 1ö{w jh′(x j ) [h (1) ]m - 1 +

(1 - w j ) h (x j ) h′(1) [h (1) ]m - 2}. (16)

故

A =
1

m∑
m

j= 1
lim
x j→0

{w j h′(x j ) [h (1) ]m - 1ö

[w jh′(x j ) (h (1) ) m - 1 + (1 -

w j ) h (x j ) h′(1) (h (1) ) m - 2 ]}. (17)

　　 可以看出, 经验公式和均衡函数 B (X ) =

∑
m

j = 1
x Α

j (Α∈ [ 0, 1 ]) 的梯度向量构成的状态变权向量

的调权水平最大, 说明由它们建立的变权综合模型

最注重因素状态间的均衡关系. 对于一个实际决策

问题,如果对均衡性的要求很高,则可考虑选取调权

水平为 1,此时应选择经验公式或由均衡函数B (X )

= ∑
m

j = 1
x Α

j 得到的状态变权向量. 一般情况下,可选其

他几类状态变权向量, 如 S j (X ) = e- Α(x j - xθ) , j = 1,

2,⋯,m . 此时首先请专家确定调权水平, 再由调权

水平确定状态变权向量中的参数, 由此选择出合适

的状态变权向量. 下面举例说明该方法的应用和效

果:

假定 f 1, f 2,⋯, f 7为与决策相关的 7个因素,其

权重分别为 0. 1, 0. 15, 0. 1, 0. 25, 0. 1, 0. 1, 0. 2,

即W = (w 1,w 2,w 3,w 4,w 5,w 6,w 7) = (0. 1, 0. 15,

0. 1, 0. 25, 0. 1, 0. 1, 0. 2). 如果专家确定的调权水平

为A = 0. 5,则选取由S j (x 1, x 2,⋯, x m ) = e- Α(x j - xθ) ( j

= 1, 2,⋯,m ) 构成的状态变权向量 S (X ). 由式

(13) 得 Α= 1. 863 1, 此时各因素的最大变权分别

为: 0. 417 2, 0. 532 0, 0. 417 2, 0. 682 3, 0. 417 2,

0. 417 2, 0. 616 9. 因专家认为当每个因素状态值很

小时对决策的否决程度较大, 故给定的调权水平也

相应变大,假定取A = 0. 8,则可得Α= 3. 298 5, 此

时各因素的最大变权分别为: 0. 750 4, 0. 826 8,

0. 750 4, 0. 900 2, 0. 750 4, 0. 750 4, 0. 871 2. 从上

述数据可以看出,当调权水平增大时,各因素的最大

变权也增大, 说明各因素有明显缺陷时对决策的影

响也增大, 但这种影响与因素的常权有关, 常权越

大,则影响越大. 这样的结果基本符合生活常识, 因

而利用调权水平来确定状态变权向量是一种可行的

方法.

4　结　　论
　　状态变权向量在变权综合理论中具有重要作

用,它一旦确定,则变权综合中的变权规律也得以确

定. 现有文献对如何构造状态变权向量进行了深入

的研究,并已获得许多不同类型的状态变权向量. 但

正如本文所讨论的,每一类状态变权向量都有其适

用范围,不同的决策问题应选用不同的类型. 因此,

在决策过程中如何选择合适的状态变权向量,对变

权综合而言是关键问题. 这说明如何制定一些普适

原则来讨论状态变权向量的选用问题是一个非常有

意义的研究课题. 本文通过定义离散度和调节度以

及调权水平,为分析状态变权向量的变权效果提供

了量化工具. 调节度和标准调节度反映了状态变权

向量调节权重的能力大小,调节度越大,则因素之间

的权重转移越多. 在实际应用中,如果对均衡性要求

较高,则选择标准调节度大的状态变权向量,反之,

则应选择标准调节度小的状态变权向量. 调权水平

既说明了不同的状态变权向量有不同的适用范围,

同时也为选用状态变权向量提供了一种可操作性的

方法.
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