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一种模糊系统稳定性的分析方法
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摘　要: 针对 T 2S型模糊系统进行局部稳定性分析. 首先指出模糊系统全局渐近稳定充分条件的不足,证明了此条

件不是必要条件;然后将模糊集合的隶属度函数代入模糊系统表达式,得到一个特殊的非线性离散系统,从系统分析

的区域、判定稳定的条件及稳定范围 3方面确定稳定区域;最后对不稳定的系统给出了不稳定判据. 仿真实例证明了

这种方法的有效性. 该方法对系统稳定点附近局部稳定性的判定有着很强的实用价值.
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Abstract: L ocal stab ility of T 2S fuzzy system s is analyzed. T he deficiency of global asymp to tic stab ility sufficien t

condit ion of fuzzy system s is po in ted ou t. T h is condit ion is p roved no t to be necessary condit ion. T he m em bersh ip

functions of fuzzy sets are substitu ted in fuzzy system exp ressions to derive a specia l non linear discrete system. T he
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1　引　　言
　　模糊系统稳定性分析是模糊控制理论的关键

性问题之一. 文献 [ 1 ] 提出了一类重要的模糊系统

模型,简称 T 2S模型. 针对该模型稳定性的判定,人

们做了大量的工作. 文献[ 2 ] 利用L yapunov方法对

T 2S型模糊系统进行稳定性分析, 给出了系统稳定

的充分条件,并进行了理论上的证明. 即要求对所有

模糊推理子系统的系统矩阵A i ( i = 1, 2,⋯, l) 存在

同一个公共正定矩阵 P , 且满足 L yapunov 方程

A T
i PA i - P = - Q (Q 正定, i = 1, 2,⋯, l) ; 文献[ 3

～ 6 ]用一组 P 矩阵代替公共矩阵 P ,构造一个逐段

近似平滑的二次型L yapunov函数进行稳定性分析;

文献[ 7～ 9 ]则用线性矩阵不等式描述稳定性条件.

　　 尽管文献[ 2 ] 提出了系统稳定的充分条件, 但

没有给出必要条件,当公共正定矩阵P 不存在时,系

统的稳定性便无法研究;即使这个矩阵存在,对于所

有的子系统矩阵而言,寻找一个公共正定阵 P 也是

非常困难的.

　　本文指出了 T 2S 模型全局渐近稳定充分条件

的不足之处,证明了其并非必要条件;然后利用对非

线性系统稳定性判定的方法,对 T 2S 型模糊系统进

行稳定性分析; 进而分析了局部渐近稳定性以及判

定稳定区域.
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2　T-S模型开环稳定的充分条件
2. 1　T-S模型

　　T 2S模糊模型是指具有如下模糊蕴涵条件的模

糊系统:若 x = M ,则 y = N ,其中N 是 x 的线性函

数. 模型的一般形式为

R i: if x (k ) is M i
1 and x (k - 1) is M i

2

　 and⋯and x (k - n + 1) is M i
n ,

then x (k + 1) = a i
1x (k ) + a i

2x (k - 1) +

　　　　　　　　⋯ + a i
nx (k - n + 1).

其中: R i ( i = 1, 2,⋯, l) 代表第 i条模糊规则, l为规

则的总数; x (k ) , x (k - 1) ,⋯, x (k - n + 1) 为系统

的状态变量;M 为状态变量的模糊集合; x (k + 1) 为

被控系统的输出; a i
j 为专用的系数.

　　将上述模型写成矩阵形式,有

x (k + 1) = A ix (k ). (1)

其中

x (k ) = [x (k ) , x (k - 1) ,⋯,

　　 　x (k - n + 1) ],

A i =

a i
1 a i

2 ⋯ a i
n- 1 a i

n

1 0 ⋯ 0 0

0 1 ⋯ 0 0

� � ω � �
0 0 ⋯ 1 0

,

x (k ) ∈R n ,A i ∈R n ×R n.

系统总输出为

x (k + 1) = ∑
l

i= 1
w i (k )A ix (k ) ö∑

l

i= 1
w i (k ). (2)

其中w i 为第 i条规则的激活度,即

w i = ∏
n

p = 1
M i

p [x (k - p + 1) ].

2. 2　T-S模型稳定的充分条件

　　 模糊系统 (2) 稳定的充分条件是, 对所有子系

统存在一个公共的正定阵 P ,使得

A T
i PA i - P = - Q (Q 正定, i = 1, 2,⋯, l).

2. 3　充分条件的非必要性

　　T 2S模糊系统是多条模糊规则的加权平均, 其

激活度由隶属函数决定. 显然, 同一组模糊规则, 由

于各自的隶属函数不同,组成的模糊系统也不同,其

稳定性也必然不同. 该充分条件没有涉及模糊规则

的隶属函数,就是说,由此充分条件判定稳定的模糊

系统,无论各条规则的隶属函数如何,所构成的模糊

系统都是稳定的,显然这个判据过于保守. 有时公共

正定阵不存在,系统也可能是稳定的,这说明公共正

定阵 P 的存在并不是系统稳定的必要条件,现证明

如下:

　　给定由 l个模糊规则和各自隶属函数分别为M i

组成的 T 2S型模糊系统

x (k + 1) = ∑
l

i= 1
w i (k )A ix (k ) ö∑

l

i= 1
w i (k ) ,

该系统存在公共正定阵 P ,使A T
i PA i - P = - Q (Q

正定, i = 1, 2,⋯, l). 由充分条件知该系统是稳定

的.

　　再来分析另一个模糊系统:

x (k + 1) = ∑
l+ 1

i= 1
w i (k )A ix (k ) ö∑

l+ 1

i= 1
w i (k ) ,

它具有 l + 1个模糊规则,前 l个规则和隶属函数与

给定的模糊系统相同,第 l + 1个规则 x l+ 1 (k + 1)

= A l+ 1x l+ 1 (k ) 是不稳定的系统. 即对状态矩阵A l+ 1

不存在矩阵 P ,使A T
l+ 1PA l+ 1 - P = - Q (Q 正定) ,

所以对于系统

x (k + 1) = ∑
l+ 1

i= 1
w i (k )A ix (k ) ö∑

l+ 1

i= 1
w i (k )

不存在公共矩阵 P , 使得A T
i PA i - P = - Q (Q 正

定, i = 1, 2,⋯, l, l + 1).

　　 另一方面,当第 l + 1个规则的隶属函数M l+ 1

为零时,w l+ 1 (k ) = 0. 则系统

x (k + 1) = ∑
l+ 1

i= 1
w i (k )A ix (k ) ö∑

l+ 1

i= 1
w i (k ) =

∑
l

i= 1
w i (k )A ix (k ) ö∑

l

i= 1
w i (k )

就是给定的系统,所以该系统是稳定的. □

　　因此说稳定的模糊系统不一定有公共的矩阵

P. 另外,寻找公共矩阵 P 是很困难的,相当于 P 的

一个超定线性方程组解存在的问题, 而这一超定线

性方程组解存在的可能性很小. 所以利用该充分条

件进行模糊系统的稳定性分析,条件过于苛刻,对于

大部分系统不适用,从而限制了它的应用范围.

3　T-S模型稳定性分析
3. 1　系统描述

　　对于式 (2) 表达的模糊系统

x (k + 1) = ∑
l

i= 1
w i (k )A ix (k ) ö∑

l

i= 1
w i (k ) =

∑
l

i= 1
w i (k )A i

∑
l

i= 1
w i (k )

x (k ) ,

其中: w i = ∏
n

p = 1
M i

p [x (k - p + 1) ],w i是 x (k ) 的函
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数,而

A i =

a i
1 a i

2 ⋯ a i
n- 1 a i

n

1 0 ⋯ 0 0

0 1 ⋯ 0 0

� � ω � �
0 0 ⋯ 1 0

.

则可令

w i = g i [x (k ) ],

G [x (k ) ] =
∑

l

i= 1
w i (k )A i

∑
l

i= 1

w i (k )
=

∑
l

i= 1
a i

1g i

∑
l

i= 1
g i

∑
l

i= 1
a i

2g i

∑
l

i= 1
g i

⋯
∑

l

i= 1
a i

ng i

∑
l

i= 1
g i

1 0 ⋯ 0

0 1 ⋯ 0

� � �
0 0 ⋯ 0

.

于是模糊系统的表达式可写为

x (k + 1) = G [x (k ) ]x (k ). (3)

　　式 (3) 是一个非线性离散系统状态方程的矩阵

表达形式,其状态矩阵只有第一行是有效参数. 此非

线性方程可以表示为

x (k + 1) =

∑
l

i= 1
a i

1g i

∑
l

i= 1
g i

x (k ) +
∑

l

i= 1
a i

2g i

∑
l

i= 1
g i

x (k - 1) +

⋯ +
∑

l

i= 1
a i

ng i

∑
l

i= 1

g i

x (k - n + 1). (4)

3. 2　确定分析区域

　　在实际分析中还存在一些问题,如针对每个规

则的隶属函数在整个区域内往往不是一个表达式,

而是由多个表达式的分段函数按 x 的取值分区. 所

以 G [x (k ) ] 也是一个分区域表达的多矩阵, 式 (4)

也将形成多个表达式, 直接进行稳定性分析显然是

很困难的. 然而对于系统来说,围绕着平衡点总存在

一个区域8 1,在8 1内每个规则的隶属函数都可用一

个表达式来表示. 于是在区域 8 1内矩阵G [x (k ) ]的

所有元素都是一个表达式, 依此矩阵判定系统的稳

定性,就是系统在这个区域 8 1 内的稳定性.

3. 3　确定稳定区域

　　因为是在区域 8 1 内判定系统 (3) 的稳定性,所

以可将矩阵G [x (k ) ]内的变量 x (k ) 看作是在 8 1内

变化的常数, 这样系统就变成了一个线性定常离散

系统

x (k + 1) = G [x (k ) ]x (k ).

　　方法 1　 系统稳定的充分必要条件是: 矩阵

G [x (k ) ] 的特征值在单位圆‖Z‖ = 1 内. 因此在

8 1 内分析矩阵的特征值,使所有特征值均在单位圆

内,确定变量 x (k ) 的取值范围, 由此可求出系统稳

定的区域 8 2.

　　方法 2　当G [x (k ) ] 为 3阶以上矩阵时,很难

用特征值的方法确定 x (k ) 的取值范围. 这时可用李

雅普诺夫对线性定常离散系统的渐近稳定判定的充

要条件进行确定:对于任意给定的正定实对称阵Q ,

必存在一个正定实对称阵 P , 且满足 GT PG - P

= - Q. 可令Q = I ,使P 正定可求出 x (k ) 的取值范

围,得到 8 2.

3. 4　确定判定条件

　　按以上充分必要条件进行分析时,还必须满足

一个条件,即当 x (k ) 在某一区域 8 3内时,必须保证

x (k + 1) 也在该区域内, 这样才能将状态矩阵

G [x (k ) ] 作为常数矩阵来分析.

　　具体可表示为:当 ûx (k - i) û≤M 时 ( i = 0, 1,

⋯, n - 1,M 为常数) ,

ûx (k - i + 1) û ≤M , (5)

依此找出区域 8 3.

　　对于非线性方程 (4) ,若 ûx (k - i) û ≤M ( i =

0, 1⋯, n - 1,M 为常数) ,则

ûx (k + 1) û =

û
∑

l

i= 1

a i
1g i

∑
l

i= 1

g i

x (k ) + ⋯ +
∑

l

i= 1

a i
ng i

∑
l

i= 1

g i

x (k - n + 1) û ≤

û
∑

l

i= 1

a i
1g i

∑
l

i= 1

g i ûûx (k ) û + ⋯ + û
∑

l

i= 1

a i
ng i

∑
l

i= 1

g i ûûx (k - n + 1) û ≤

(û
∑

l

i= 1

a i
1g i

∑
l

i= 1

g i û + ⋯ + û
∑

l

i= 1

a i
ng i

∑
l

i= 1

g i û )M .

当
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û
∑

l

i= 1
a i

1g i

∑
l

i= 1
g i

û + ⋯ + û
∑

l

i= 1
a i

ng i

∑
l

i= 1
g i

û ≤ 1 (6)

时, ûx (k + 1) û ≤M ,则 ûx (k - i + 1) û ≤M ( i =

0, 1,⋯, n - 1,M 为常数) ,满足上述条件.

　　显然,按式 (6) 得到的范围是比较保守的. 在实

际应用中, 可根据式 (4) 的具体形式, 灵活地求出

x (k ) 的取值范围,进而得到 8 3.

　　所有模糊子系统隶属函数可表示为 g i [x (k ) ]

= A ix (k ) + a i. 当A i 是常数行矩阵时, g 为线性函

数;当A i是 x (k ) 的函数时, g 为非线性函数.

　　当所有规则在 8 1内的隶属函数之和为常数时,

即∑
l

i= 1
g i = N ,则有

û∑
l

i= 1
a i

1 [A ix (k ) + a i ]û + ⋯ +

û∑
l

i= 1
a i

n [A ix (k ) + a i ]û ≤N . (7)

　　 分 析 式 (6) , 若 式 中 左 边 的 任 何 一 项

û∑
l

i= 1
a i

j g
iö∑

l

i= 1
g iû ≥ 1, 或式 (7) 中左边的任何一项

û∑
l

i= 1
a i

j [A ix (k ) + a i ]û≥N ,则只有在平衡点x (k ) =

0 处满足条件, 系统无稳定区域, 即系统是不稳定

的. 这便是关于模糊系统不稳定的判据. 若此项不存

在,则根据式 (6) 或式 (7) 找出一个区域 8 3 满足式

(5).

　　根据李雅普诺夫关于系统稳定的定义,在区域

8 3 内, 系统至少是李雅普诺夫意义上的稳定. 系统

的渐近稳定区域应为两个区域的交集,即 8 2 ∩ 8 3.

当然,由此找出的稳定区域只是充分条件.

4　T-S模型稳定性分析仿真实例
　　对于模糊系统

R 1: if x (k - 1) is M 1,

then x (k + 1) = x (k ) - 0. 5x (k - 1) ;

R 2: if x (k - 1) is M 2,

then x (k + 1) = - x (k ) - 0. 5x (k - 1).

其中M 1 和M 2 的隶属函数如图 1所示.

　　将模糊规则写成如下矩阵形式:

R 1: if x (k - 1) is M 1,

then x (k + 1) = A 1x (k ) ;

R 2: if x (k - 1) is M 2,

then x (k + 1) = A 2x (k ).

图 1　M 1 和M 2的隶属函数

其中

x (k ) = [x (k ) , x (k - 1) ]T ,

A 1 =
1 - 0. 5

1 0
,A 2 =

- 1 - 0. 5

1 0
.

总输出为

x (k + 1) = ∑
l

i= 1
w i (k )A ix (k ) ö∑

l

i= 1
w i (k ) =

∑
l

i= 1
a i

1g i

∑
l

i= 1
g i

∑
l

i= 1
a i

2g i

∑
l

i= 1
g i

1 0

x (k ) =

-
1
a

x (k - 1) - 0. 5

1 0
x (k ).

　　1) 在 8 1 内, 即
x (k - 1) ∈ [ - a , a ]

x (k ) ∈ (- ∞,∞)
区域内,

分析系统的稳定性.

　　2) 令Α= -
1
a

x (k - 1) ,则Α∈ [ - 1, 1 ]. 分析

矩阵
Α - 0. 5

1 0
, 当 Α∈ [ - 1, 1 ] 时, 其特征值均

在单位圆内,所以 8 2 就是 8 1.

　　3) 由 û -
1
a

x (k + 1) û + û - 0. 5û≤1,有 ûx (k

- 1) û ≤ 0. 5a ,所求区域 8 3 为

x (k - 1) ∈ [ - 0. 5a , 0. 5a ],

x (k ) ∈ [ - 0. 5a , 0. 5a ].

　　所以模糊系统的稳定区域为 8 2 ∩ 8 3,即

x (k - 1) ∈ [ - 0. 5a , 0. 5a ],

x (k ) ∈ [ - 0. 5a , 0. 5a ].

　　图 2～ 图 5为不同初始条件下,当 a = 1时系

统的响应曲线. 其中:图 2和图 3的初始条件在所确

定的稳定范围之内; 图 4 和图 5 的初始条件在所确

定的稳定范围之外. 由图看出,当初始条件在稳定范

围之内时, 系统是稳定的; 当在稳定范围之外时, 系

统可能是稳定的,也可能是不稳定的,即对系统的稳

定性无法判定.
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图 2　x (k) = [x (k) , x (k - 1) ]T = [0. 3, - 0. 4 ]T　　　　　　　　图 3　x (k) = [x (k) , x (k - 1) ]T = [0. 4, 0. 4 ]T

图 4　x (k) = [x (k) , x (k - 1) ]T = [ - 0. 7, 0. 9 ]T　　　　　　　　图 5　x (k) = [x (k) , x (k - 1) ]T = [ - 1. 7, 1. 9 ]T

5　结　　论
　　本文证明了 T 2S 型模糊系统充分条件的非必
要性; 将 T 2S 型模糊系统转变为非线性离散系统分
析其稳定性,解决了一些用充分条件无法分析的模

糊系统, 尤其是当系统不稳定时的判定; 对于局部

稳定系统,找出稳定区域; 对于稳定系统,能确定局

部稳定性. 在实际应用中,往往只需对系统稳定点附

近的一定区域进行稳定性判定,而系统在无限远处

的稳定与否,与实际应用没有太大关系,所以对系统

稳定点附近进行局部稳定性的判定具有很强的实际

意义.
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