
第 19卷 第 12期
V o l. 19 N o. 12

　控　制　与　决　策
　Con trol and D ecision　

2004年 12月
　　D ec. 2004

　　文章编号: 100120920 (2004) 1221383204

鲁棒 r-支持向量回归机中参数 r 的选择研究
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摘　要: 为使 r2支持向量回归机更具鲁棒性,研究了 r2支持向量回归机 r2SV R 中参数 r与输入噪声之间的关系. 将

r2SV R 的优化问题转换成最大后验估计问题,推导出 r2SV R 后验估计最大化的条件,得出了输入噪声为高斯分布时

r2SV R 中参数 r与 Ρ之间的近似线性反比关系,为已知输入高斯噪声方差 Ρ时合理选择 r提供了理论依据.
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Abstract: T he dependency rela t ionsh ip betw een r and the inpu t no ise in r2SV R is studied using the idea that SV R can

be in terp reted in to an equ ivalen t M A P p rob lem. T he dependency rela t ionsh ip s are derived by m axim izing the

po sterio ri est im ation. A cco rdingly, focus is paid on the case of Gaussian no ise, and the linear inverse p ropo rt ional

dependency betw een r and the variance of Gaussian no ise is then derived. Such a dependency rela t ionsh ip is usefu l to

determ ine the op tim al cho ice fo r r in r2lo ss function in the ex istence of Gaussian no ise.
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1　引　　言
　　近年来,支持向量机 (SVM )在各种分类问题和

回归 (又可称为建模)问题中得到广泛应用. 各种

SVM 通常基于 3 类损失函数, 即 Ε2不敏感损失函
数, H uber 损失函数[1, 2 ]和 r 范数损失函数. 其中, r

范数损失函数当 r= 2时为平方损失函数,而当 r= 1

时则为L ap lace损失函数.

　　 当 SVM 用于建模时, 通常称其为支持向量回

归机 (SV R ). 由于真实数据经常含有噪声, 在用

SV R 进行建模时,如何选择合适的参数使SV R具有

更好的鲁棒性便成为一个重要课题. Kw ok 等人和
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归机[3, 4 ]和H uber2支持向量回归机参数的最佳选择
方法. 但对于噪声已知时, r范数 2支持向量回归机
中参数 r的选择问题目前尚未见到研究结果. r范数

损失函数统一了L ap lace 损失函数和平方损失函

数,因此,从理论上研究 r范数损失函数中参数 r与

输入噪声之间的关系, 具有普遍的理论意义和实际

指导意义.

　　本文研究 r范数 2支持向量回归机中参数 r的

选择问题. 基于将 SV R 的优化问题转换成最大后验

估计问题的思想,推导出 r范数 2支持向量回归机后
验估计最大化的条件, 研究了输入噪声为高斯噪声

的情形,并求出了该情形下鲁棒的 r范数 2支持向量
回归机中参数 r的选择方法.

2　r-SVR与最大后验估计
2. 1　r 范数 - 支持向量回归机 r-SVR

　　首先给定 r范数 2支持向量回归机 r2SV R 的基

本概念. 考虑用线性函数

f (x ) =〈w , x〉+ b

来逼近下列数据集:

D = { (x 1, y 1) ,⋯, (x n , y n) }, x ∈R d , y ∈R ,

其中 n 为样本数目. 若使用 r范数损失函数

L r (f (x ) - y ) = û f (x ) - y û r,

则最优回归函数可通过下式求得:

m in 5 (w , Ν) =
1
2
‖w ‖2 + C∑

i

Νi, (1)

s. t.
û f (x i) - y iû r≤ Νi, i = 1, 2,⋯, l;

Νi≥ 0.

其中: C 为设定常数, Ν= (Ν1, Ν2,⋯, Νl) , Νi ( i = 1, 2,

⋯, l) 表示约束系统输出的松弛变量.

　　于是, r范数损失函数与式 (1) 共同构成了 r范

数 2支持向量回归机 r2SV R.

2. 2　最大后验估计问题 (M AP)

　　形如式 (1) 的最小化问题可以解释成对于给定

值 r和 Β,求w 的最大后验估计问题[3 ].

　　对于已知数据集

D = { (x i, y i) }n
i= 1,

考虑用

y i = w
�Tx i + Γi, i = 1, 2,⋯, n (2)

估计权参数w� 的回归问题. 这里, x i ∈ 8 服从 p (õ)

分布, Γi表示噪声服从<(õ) 分布,则相应的 y 的密度

函数可记为 p (y ûx ) = <(y - w�T x ). 注意,式 (2) 中

也可以用 Ω(x i) 代替 x i, 为简单起见, 这里选用式

(2) 的表示法,但不影响本文的结论.

　　此外,对于 r范数 2支持向量回归机,如果令

p (y iûx i,w , Β, r) =

C (Β, r) exp (- ΒL r (y i - w Tx i) ) ,

p (w ûΑ) =
Α

2Πexp (- Α
2
‖w ‖2) ,

由Bayes公式,有

p (w ûD , Β, r)∝ p (D ûw , Β, r) p (w ) ,

再对两边取对数,可得

ln p (w ûD ,w , Β, r) =

-
Α
2
‖w ‖2 - Β∑

n

i= 1
L r (y i - w T x i) +

n ln C (Β, r) + 常数. (3)

　　与式 (1) 比较,则与之所对应的 r范数 2支持向
量回归机 r2SV R 便可解释成式 (3) 表示的对于给定

参数 r和 Β求w 的最大后验估计问题.

　　式 (3) 中, C (Β, r) 表示归一化系数 (当 r较小时

# (1ör)≈ r) ,即

C (Β, r) = [∫
+ ∞

- ∞
exp (- ΒL r ( t) ) d t ]

- 1
=

rΒ1ör

2# (1ör)≈
1
2

Β1ör.

3　范数 2支持向量回归机后验估计最大化
的必要条件

　　对于式 (3) ,令

E X Y (ûy - w Tx û r) =

∫
8

(∫
+ ∞

- ∞
ûy - w T x û rp (y ûx ) p (x ) dy ) dx ,

则式 (3) 可近似地表示成

M (w , Β, r) =

-
1
2

Α‖w ‖2 - ΒnE X Y (ûy - w Tx û r) +

n
r

ln Β - n ln2 + 常数. (4)

于是, r 范数 2支持向量回归机近似地对应于使
M (wδ, Β, r) 达到最大,此时式 (4) 对w 的偏导数应等

于 0,即

　Αwδ + Βn [∫
8

(∫
wδT x

- ∞
r (wδT x - y ) r- 1x p (y ûx ) dy -

　∫
+ ∞

wδT x
r (y - w

δTx ) r- 1x p (y ûx ) dy ) p (x ) dx ] = 0.

(5)

　　使 r范数 2支持向量回归机后验估计最大就是
使

　　　M (wδ, Β, r) =

　　　 -
1
2

Α‖wδ‖2 - ΒnE X Y (ûy - wδTx û r) +
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　　　 n
r

ln Β - n ln2 + 常数 (6)

最大. 为求得M (wδ, Β, Λ) 的最大值, 在式 (4) 中, 使

w = wδ,对 Β求偏导数并令其等于 0,得

5M (wδ, Β, r)
5Β =

5M
5w^ õ 5wδ

5Β +
5M
5Β =

- nE X Y (ûy - wδT x û r) +
1
Βr

n = 0,

即 E X Y (ûy - wδTx û r) =
1
Βr

. (7)

同理可得

5E X Y (ûy - wδT x û r)
5 r

≈ 1
r2Βln Β. (8)

于是,式 (5) , (7) 和 (8) 共同构成了 r范数 2支持向
量回归机后验估计最大化的必要条件. 对于不同的

输入噪声 <(y - w
�Tx ) , 只需令 p (y ûx ) = <(y -

w
�Tx ) 并代入式 (7) 和 (8) ,即可求得Β, r与输入噪声

的关系.

4　输入噪声为高斯模型时 r 与输入噪声方

差的近似线性关系
　　在实际中, 大量的噪声服从高斯分布. 本节专

门研究当输入噪声为高斯型时 r范数 2支持向量回

归机中参数 r与噪声方差的关系. 当输入噪声服从

方差 Ρ的高斯分布时,即

<(Γ) =
1

2ΠΡ
exp (- Γ2

2Ρ2 ) ,

则有

E X Y (ûy - w
δTx û r) =

∫
8

(∫
+ ∞

- ∞
ûy - wδT x û rp (y ûx ) p (x ) dy ) dx =

∫
8

(∫
wδT x

- ∞
(wδTx - y ) rp (y ûx ) dy +

∫
+ ∞

wδT x
(y - wδT x ) rp (y ûx ) dy ) p (x ) dx.

令 p (y ûx ) =
1

2ΠΡ
exp (- (y - w�Tx ) 2

2Ρ2 ) ,

t = (y - w�T x ) 2ö(2Ρ2) ,

y - w�T x≈ wδT x - w�T x = ∆(x ) ,

得

E X Y (ûy - w�Tx û r) =

∫
8

1

Π∫
∆(x )

2 Ρ

- ∞
(∆(x ) - 2 Ρt) rexp (- t2) d t +

∫
∞

∆(x )
2 Ρ

( 2 Ρt - ∆(x ) ) rexp (- t2) d t p (x ) dx≈

∫
8

1

Π [∫
0

- ∞
(∆(x ) - 2 Ρt) rexp (- t2) d t +

∫
∞

0
( 2 Ρt - ∆(x ) ) rexp (- t2) d t ]p (x ) dx.

再令 t = u +
∆(x )

2 Ρ
并进一步简化,得

E X Y (ûy - wδT x û r)≈

∫
8

1

Π [∫
∞

0
( 2 Ρt) rexp (- ( t -

∆(x )

2 Ρ
)

2

) d t +

∫
∞

0
( 2 Ρt) rexp (- ( t +

∆(x )

2 Ρ
)

2

) d t ]p (x ) dx.

分别将 exp (- ( t -
∆(x )

2 Ρ
)

2

) 和 exp (- ( t +
∆(x )

2 Ρ
)

2

)

在 t处展开至 ∆(x )

2 Ρ
的 6次方项,得

E X Y (ûy - wδT x û r)≈

∫
8

2

Π
p (x ) [∫

∞

0
( 2 Ρt) r (exp (- t2) (1 -

∆2 (x )
2Ρ2 +

∆4 (x )
8Ρ2 -

∆6 (x )
48Ρ2 ) +

t2exp (- t2) (∆
2 (x )
Ρ2 -

∆4 (x )
2Ρ2 +

∆6 (x )
8Ρ2 ) +

t4exp (- t2) (∆
4 (x )
6Ρ2 -

∆6 (x )
12Ρ2 ) +

∆6 (x )
90Ρ2 t6exp (- t2) ) d t ]dx.

注意到

∫
8

p (x ) dx = 1,

∫
∞

0
trexp (- t2) d t =

1
2

# ( r + 1
2 )

∫
8

∆(x ) kp (x ) dx≈ Ρk (k - 1) . . ,

则有

E X Y (ûy - w
δT x û r)≈

1

Π
( 2 Ρ) r [

7
16

# ( r + 1
2 ) +

7
8

# ( r + 3
2 ) -

3
4

# ( r + 5
2 ) +

1
6

# ( r + 7
2 ) ]. (9)

而

　　5E X Y (ûy - wδT x û r) ö5 r≈

　　 1

Π
( 2 Ρ) r ln ( 2 Ρ) r [

7
16

# ( r + 1
2 ) +

　　 7
8

# ( r + 3
2 ) -

3
4

# ( r + 5
2 ) +

1
6

# ( r + 7
2 ) ] +

　　 1

2 Π
( 2 Ρ) r ln ( 2 Ρ) r [

7
16

# ( r + 1
2 ) ×
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　　7 ( r + 1
2 ) +

7
8

# ( r + 3
2 ) 7 ( r + 3

2 ) -

　　 3
4

# ( r + 5
2 ) 7 ( r + 5

2 ) +

　　 1
6

# ( r + 7
2 ) 7 ( r + 7

2 ) ], (10)

其中

5# (x )
5 r

= # (x ) 7 (x ) ,

7 (x ) = ∑
∞

m = 0
( 1
m + 1

-
1

m + x ) - Χ,

Χ是欧拉常数[5 ].

　　由式 (7) 和 (8) 消去 Β,得

5E X Y (ûy - wδT x û r)
5 r

-
1
r

E X Y (ûy -

wδT x û r) ln (rE X Y (ûy - wδT x û r) ) = 0. (11)

将式 (9) 和 (10) 代入上式,并令其左边为 f (r, Ρ) ,得

f (r, Ρ) = 0. (12)

　　显然,从式 (12) 不容易直接看出 r与 Ρ的关系,

因此,图 1给出了式 (12) 的数值计算结果. 数值计算

中,取

7 (x )≈ ∑
1 000

m = 0
( 1
m + 1

-
1

m + x ) - 0. 577 215 67,

对 Ρ在 0. 5附近的 r值作了平滑处理.

图 1　对式 (12) 作数值计算处理后的曲线

　　图 1的曲线表明: Ρ与 r基本呈近似线性反向变

动的关系 (如图中的虚线所示). 另外从图 1 可以看

出,当噪声较小时 (Ρ < 1) ,建模的失真并不太大,故

r范数取 2附近的值为宜,这也验证了人们在无噪音

时通常取范数为 2 的损失函数这一事实. 随着噪声

的加大, r范数几乎呈线性下降,因为噪声太大会导

致建模失真,故 Ρ分析到 2. 5～ 3已足够. 图中的虚

线是为了有助于我们看出线性反向变动关系.

　　考虑到推导中用了一些近似, 因此可以推断:

1) 当无噪音或噪音很小时, r应取 2或其附近的值;

2) 当噪音较大时, Ρ与 r范数的取值呈近似线性反向

变动关系. 也就是说, 在有噪音时, r范数的取值应

小于 2,并与Ρ呈近似线性反向变动关系. 顺便指出,

当前馈神经网络用于噪音数据时, r通常应取小于

2[6 ]. 在一定条件下, 支持向量回归机与前馈神经网

络具有一定的等价性, 这也充分验证了本文结论的

合理性.

5　结　　语
　　本文通过将 r范数 2支持向量回归机 r2SV R 的

优化问题转换成最大后验估计问题,研究了 r范数 2
支持向量回归机中参数 r的选择问题. 结果显示,在

输入噪声为高斯模型时, r与 Ρ存在某种近似的线性
反向变动关系. 这一理论结果的意义在于:可以指导

在已知输入噪声分布的情况下合理选择 r,从而使 r

范数 2支持向量回归机更具鲁棒性. 此外,本文推导

出的 r范数 2支持向量回归机后验估计最大化的必
要条件也可应用于其他输入噪声模型, 从而相应地

导出如何合理地选取 r. 为将上述结果应用于实际

问题,必须估计噪声的参数 Ρ. 文献[ 7 ]提出了Bayes

估计方法,作者也将在这方面作进一步的研究.
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