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摘　要: 针对非自治的动态神经网络系统,建立了动态神经网络的数学模型,并将其等效成一个非线性仿射控制系

统. 深入分析了该系统平衡点的存在性、唯一性和全局渐近稳定性,给出了系统输入2状态稳定的充分条件,构建了

ISS2L yapunov函数,并应用该函数确保了系统的全局渐近稳定性.
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Abstract: A m athem atical model of dynam ic neural netw o rk s is bu ilt, w h ich is show n to be equ ivalen t to an affine

non linear con tro l system. T he ex istence and un iqueness of the equ ilib rium po in t and the global stab ility of dynam ic

neural netw o rk models fo r the non2au tonomous case are investigated. T he sufficien t condit ions fo r the inpu t2to2sta te

stab ility are p rovided. ISS2L yapunov functions are constructed and emp loyed to insure global asymp to tic stab ility of

system s.
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1　引　　言
　　神经网络系统是在现代神经生物学和神经心理

学的研究基础上,模仿人的大脑神经元的结构特征

和功能特征而建立起来的一种非线性系统. 其中动

态神经网络又常被称为递归神经网络模型,它具有

分类、联想记忆和并行运算以及解决复杂系统最优

化问题等强大功能,逐渐成为科学界研究的热点. 然

而将动态神经网络用于并行计算、信号处理和求最

优解时,需要其具有全局吸引的唯一的平衡点[1 ]. 因

此,研究动态神经网络系统的全局渐近稳定性具有

重大的理论和实际意义.

　　自 20 世纪 80 年代,动态神经网络的稳定性问

题便成为人们研究的一个重要课题. Hopfield [2 ]证

明了对于离散Hopfield 网络,当连接权矩阵对称且

为零对角时,存在可用来判定稳定性的能量计算函

数. 随后, Hopfield [3 ]又证明了连续Hopfield 网络当

连接权矩阵对称且输出作用函数单调递增时,一定

存在L yapunov 函数保证网络的稳定性. 在此奠定

性的工作基础上,M ichel[4 ]进一步研究了Hopfield

连续网络,给出了网络渐近指数稳定条件和渐近稳

定平衡点区域的估计,使局部渐近稳定性得到了证

明,并表明可能存在多个平衡点. 这一成果对联想记

忆或模式识别动态网络尤其有用. Guez[5 ]也给出了

保证网络在平衡点附近的局部稳定性条件. 然而从
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控制角度的观点,全局渐近稳定性和输入2状态稳定
性显得更为重要. 因此,本文研究了动态神经网络的

平衡状态的存在性和唯一性,当系统为非自治系统

时,选取适当的 ISS2L yapunov 函数,分析动态神经

网络的输入2状态稳定性.

2　动态神经网络 (D NNs) 模型

图 1　神经元模型

　　动态神经网络的结构如图 1所示. 其动态传递

函数为

G (s) =
1

s + Βi
, (1)

即每个单元符合以下的微分方程:

xαi = - Βix i + d i. (2)

其中

d i ( t) = ∑
N

j= 1
w ijz i ( t) + ∑

p

k= 1
Χiku k ( t) + bi,

z i 为输出, u k 为输入,w ij 和 Χik 分别为权重, bi 为偏

置.

　　假定 bi = 0,则

xαi = - Βix i + ∑
N

j = 1
w ij Ρ(x j ) + ∑

p

j = 1
Χiju j. (3)

其中: Βi,w ij 和 Χij 为可调权重; x i为单元 i的激活状

态; u i,⋯, u p 为输入信号, p ≤N ;激活函数选为

Ρ(x j ) = tanh (x j ). (4)

　　为方便起见,网络的输出为矢量 x 的前 p 个状

态,称为输出状态;剩下的N - p 个状态作为隐含层

状态. 这里考虑输入输出个数相等的DNN , 从而式

(3) 的矢量表达式如下:

xα= - Βx + w Ρ(x ) + Χu ,

y n = C nx. (5)

其中: x 为R N 上的状态,w ∈R N ×N , Ρ(x ) = [Ρ(x 1) ,

⋯, Ρ(x N ) ]T , Χ∈ R N ×p , u ∈ R p , C n = [ I p×N ,

O p× (N - p ) ], Β∈ R N ×N 为对角阵, 其对角元素为{Β1,

⋯, ΒN }.

　　将一个DNN (如式 (5) ) 和一个具有如下形式

的 p 个输入 p 个输出的一般非线性仿射系统作类

比:

xα= f (x ) + ∑
p

j = 1
g j (x ) u j ,

y = h (x ). (6)

其中: f (x ) , h (x ) , g 1 (x ) ,⋯, g p (x ) 为定义在 R n 的

一个开集上的光滑矢量场. 则式 (5) 描述的DNN 为

式 (6) 给出的控制仿射系统的一个特例,且

f (x ) = - Βx + w Ρ(x ) ,

g j (x ) = [Χ1j ⋯ ΧN j ]T ,

h (x ) = C nx.

3　D NNs的平衡点
　　考虑式 (5) 给出的DNN , 假定激活函数 Ρ(x i)

具有以下特征:

　　假定 1: Ρ(x i) 是连续可微的;

　　假定 2: 0≤ dΡödx i≤ 1;

　　假定 3: Ρ(x i) 是有界的, ûΡ(x i) û ≤ sup
z

ûΡ(z ) û

< ∞.

　　假定 1和假定 2说明了 Ρ(x i) 在 x i是李普西茨

的,且矢量激活函数也是李普西茨的,其常数为L Ρ.

即对所有 x ∈R n , y ∈R n ,有

‖Ρ(x ) - Ρ(y )‖≤L Ρ‖x - y‖. (7)

　　命题 1　若对所有 x ∈R N ,矢量激活函数是连

续的,且满足‖Ρ(x )‖∞≤ 1,则对每一个u值,由式

(5) 给出的DNN 至少有一个平衡点,与映射<(x ) =

Β- 1w Ρ(x ) + ΒΧu 的一个定点相对应.

　　证明　假设对于一个常数输入 u ,网络有一个

平衡点 x. 对式 (5) 描述的DNN ,平衡点 x 满足关系

x = Β- 1w Ρ(x ) + Β- 1Χu.

定义映射 <: R N →R N ,

<(x ) = W Ρ(x ) + S , (8)

其中:W = Β- 1w , S = Β- 1Χu. 则由式 (5) 给出的

DNN 的一个平衡状态 x 是式 (8) 的一个定点,且满

足

<(x ) = x. (9)

由此命题得证. □

　　定义 8 = {x :‖x - S‖∞≤‖W ‖∞},则假定

‖Ρ(x )‖∞ = 1时,对 8 内所有的点,有

‖<(x ) - S‖∞ = ‖W Ρ(x )‖∞≤

‖W ‖∞‖Ρ(x )‖∞≤‖W ‖∞. (10)

即 <(x ) ∈ 8 , <是一个从有界的闭凸集到其自身的
连续映射. 根据B rouw er定点定理, <在 8 内至少有
一个定点. 这样, 对于每一个 u 值, 由式 (5) 给出的

DNN 至少有一个平衡点.

　　命题 1表明,在对激活函数作一定的假设下,对
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每个u值至少有一个平衡点. 对于DNN (Hopfield网

络) 的平衡点唯一性的条件曾有很多学者作过研

究,但我们更为关心的是全局渐近稳定的条件,若满

足的话,它可以确保平衡点的唯一性.

　　令 x 3 = [x 3
1 ,⋯, x 3

N ]T 是 u = 0时DNN 的一

个平衡状态,即

- Βx 3 + w Ρ(x 3 ) = 0. (11)

取以下新的变量:

xθ = [xθ1,⋯, xθN ]T = x - x 3 . (12)

对式 (12) 求导,用式 (5) 替代 xα,并由 x = xθ + x 3 可

得

x
-
õ

= xα- xα3 = xα=

- Β(xθ + x 3 ) + w Ρ(xθ + x 3 ) + Χu. (13)

加、减w Ρ(x 3 ) 可得

x
-
õ

= - Βxθ + w [Ρ(xθ + x 3 ) - Ρ(x 3 ) ] +

Χu - Βx 3 + w Ρ(x 3 ). (14)

由式 (11) 知, 式 (14) 的后两项为 0, 则式 (14) 可写

为

x
-
õ

= - Βxθ + w ∆(xθ) + Χu , (15)

其中 ∆(xθ) 为一个函数,即

∆(xθ) = [∆1 (xθ1) ,⋯, ∆n (xθn) ]T =

Ρ(xθ + x 3 ) - Ρ(x 3 ). (16)

　　定理 1　在假定 1～ 假定 3下,矢量函数 ∆(xθ)

满足

‖∆(xθ)‖≤L Ρ‖xθ‖,

其中L Ρ为矢量激活函数 Ρ(x ) 的李普西茨常数.

4　D NNs的输入 - 状态稳定性分析
　　定义 1 (输入 2状态稳定性)　对非线性系统

xα= f (x , u ) , (17)

若: 1) 它的解在 (0, 0) 是连续的; 2) 存在一 k 类函数

Χ1 (õ) ,使得对任何紧集内的 x 0 和所有 u ,有

lim
t→+ ∞

sup‖x (x 0, u , t)‖≤ Χ1 (‖u‖∞).

对一个有界的常数控制输入量 u ,不考虑初始条件,

当 t非常大时,状态轨迹将在一个半径为Χ1 (‖u‖Α)

的球内. 一致性的要求即是对每一个 r > 0和Ε> 0,

存在一个 T > 0,使得对所有 u和所有 x 0,当‖x 0‖

< r, t≥ T 时,‖x (x 0, u , t)‖ < Ε+ Χ1 (‖u‖Α) ,则

该系统是输入 2状态稳定的. 其中 f (õ, õ) 是局部李

普西茨的, f (0, 0) = 0, xα= f 0 (x ) = f (x , 0) 的解 (x

= 0) 是全局渐近稳定的.

　　定义 2 ( ISS2L yapunov函数)　设函数V : R n→

R + 是连续可微且正定,若满足条件

V
õ

(x ( t) ) ≤ 7 (‖u ( t)‖) - Α(‖x ( t)‖) ,

(18)

则为一个输入 2状态 ( ISS)L yapunov函数,对所有 x

∈R n , u ∈R p , Α(õ) 和 7 (õ) 为 K ∞类函数.

　　定理 2　当且仅当存在一个 ISS2L yapunov 函

数时,系统 (17) 是输入 2状态稳定的.

　　定理 3　当外部输入 u ≠ 0时,系统 (15) 可表

示为

x
-
õ

= - Βxθ + w ∆(xθ) + Χu. (19)

或等效地,当满足以下充分条件:

　　1) 激活函数 Ρ(x i) 满足假定 1～ 假定 3;

　　2) 给定 u ∈R + ,存在一个L yapunov函数的正

定对称解 P 满足

- ΒTP - P Β = - ΛI; (20)

　　3) 满足不等式

‖w ‖2 <
Λ - 2‖P‖
‖P‖ ,‖P‖ <

Λ
2

. (21)

则动态神经网络 (5) 是输入 2状态稳定的.

　　证明　考虑函数V (xθ) 及其时间导数

V (xθ) = xθT P xθ, P = P T > 0,

V
õ

(xθ) = xθT P x
-
õ

+ x
-
õ

TP xθ. (22)

将式 (19) 代入可得

V
õ

(xθ) = xθT P (- Βxθ + w ∆(xθ) + Χu ) +

(- Βxθ + w ∆(xθ) + Χu ) T P xθ =

- xθT (P Β + ΒT P ) xθ + xθTPw ∆(xθ) +

∆(xθ) Tw TP xθ + xθT P Χu + uT ΧTP xθ.

(23)

由式 (20) 可得

V
õ

(xθ) = - ΛxθTxθ + 2xθT Pw ∆(xθ) + 2xθT P Χu.

(24)

对任何矩阵X ∈R n×k , Y ∈R n×k 和正定对称矩阵 +
∈R n×n ,有

X T Y + Y TX ≤X T +X + Y T + - 1Y.

令X = xθ, Y = Pw ∆(xθ) , + = P ,则

2Pw ∆(xθ) ≤

x TP x + (Pw ∆(xθ) ) TP - 1Pw ∆(xθ) ≤

‖P‖‖xθ‖2 + ‖P‖‖w ‖2‖∆(xθ)‖2.

但若 Ρ(x i) 满足假定 1～ 假定 3,则由定理 1得

‖∆(xθ)‖2 ≤L 2
Ρ‖xθ‖2,

2Pw ∆(xθ) ≤

‖P‖‖xθ‖2 + ‖P‖‖w ‖2L 2
Ρ‖xθ‖2. (25)

对式 (24) 的第 3项,令X = xθ, Y = P Χu , + = P ,得
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　　2xθT P Χu ≤ x TP x + (P Χu ) T P - 1P Χu =

　　　　　　　x TP x + uT ΧTP T ΧT u. (26)

则

2xθTP Χu ≤‖P‖‖xθ‖2 + ‖P‖‖Χ‖2‖u‖2.

(27)

将式 (25) 和 (27) 代入 (24) 得

V
õ

(xθ) ≤

(- Λ + 2‖P‖ + L 2
Ρ‖P‖‖w ‖2)‖xθ‖2 +

‖P‖‖Χ‖2‖u‖2.

定义

Α(r) = - (- Λ+ 2‖P‖ + L 2
Ρ‖P‖‖w ‖2) r2,

Ω(r) = ‖P‖‖r‖2 r2,

对 r∈R ,有

V
õ

(xθ) ≤ Ω(‖u‖) - Α(‖xθ‖).

若 Α(õ) 和 Ω(õ) 为 K ∞ 函数, 则 V (xθ) 为一个

ISS2L yapunov函数. 由于 Ω(õ) 总是满足该条件的,

当 - Λ + 2‖P‖ + L 2
Ρ‖P‖‖w ‖2 < 0时,系统

(19) 是输入 2状态稳定的,即

‖w ‖2 <
Λ - 2‖P‖

L 2
Ρ‖P‖

,‖P‖ <
Λ
2

. □

5　结　　论
　　本文针对非自治的动态神经网络系统,深入分

析了平衡点的存在性、唯一性和全局渐近稳定性,给

出了系统输入2状态稳定的充分条件, 构建了 ISS2
L yapunov 函数并采用该函数确保系统的全局渐近

稳定性. 该方法只需满足全局L ip sch iz条件,比已有

方法的条件放宽了[6 ] ,因此更有利于神经计算和设

计全局稳定的神经网络,在理论和工程应用中具有

重要的意义.
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