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广义不确定系统的分步H ∞鲁棒控制

刘艳红, 李春文, 姜培刚
(清华大学 自动化系, 北京 100084)

摘　要: 针对具有参数不确定性和外部未知扰动的广义系统鲁棒控制问题,在系统状态不可测时,提出一种基于广

义函数观测器的分步H ∞控制方法. 首先确定使系统二次容许且具有一定干扰抑制度和不确定参数限制度的状态反

馈控制器; 然后构造广义函数观测器以实现反馈控制. 结果证明,闭环系统可以保持二次容许,且 H ∞鲁棒性能可任

意逼近原状态反馈系统. 具体算例表明了该方法的有效性.
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Abstract: Fo r robust con tro l of descrip to r system s w ith param eter uncerta in ty and unknow n distu rbance, w hen the

sta tes are no t m easurab le, a staged H ∞ con tro l m ethod based on generalized function observer is p ropo sed. F irst ly,

a sta te feedback con tro ller is designed to quadratically stab ilize the system satisfying the p rescribed distu rbance

attenuation and uncerta in param eter lim it. Secondly, a generalized sta te function observer is p resen ted to imp lem ent

the con tro ller. T he clo sed system is show n to be quadratically stab le and the H ∞ perfo rm ance can arb itrarily

app roach to that ach ieved by sta te feedback. A n examp le illustra tes the effectiveness of the m ethod.
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1　引　　言
　　当系统中存在代数约束时,很多系统需要用广

义系统模型来描述,如电力系统、受限机械系统、机

器人系统等. 目前,确定性广义系统的研究已取得了

很大进展,但对于具有参数不确定性和外部未知扰

动的广义系统,其鲁棒分析和控制等方面的研究还

较少[1～ 3 ]. W ang 等[1 ]针对广义系统提出了广义有界

实引理, 为广义系统的 H ∞控制奠定了基础. L in

等[2 ]得到了参数不确定线性广义系统消除脉冲模态

并渐近稳定的充分条件. H uang 等[3 ]研究了具有参

数不确定性和外界未知扰动的广义系统通过状态反

馈和动态输出实现系统镇定和干扰抑制的条件,但

其动态输出反馈控制器的实现建立在两个广义代数

R iccat i不等式存在容许解的基础上,控制器的阶数

较高且构造复杂.

　　对于含有不确定参数和系统外部未知扰动的正

常系统,如果状态不完全可测,可采用分步H ∞设计

方法实现鲁棒控制. 即首先设计状态反馈鲁棒控制

器,然后通过观测器设计实现状态反馈[4 ] ,只要观测

器设计合理,系统的鲁棒性能可任意接近原状态反
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馈系统. 本文将这种方法推广到状态不完全可测的

不确定广义系统. 由于广义系统状态观测器的构造

很困难[5～ 8 ] ,而且需要满足许多假设条件,本文通过

构造广义函数观测器估计状态函数来实现反馈控

制. 该控制算法只需求解一个广义代数R iccat i不等

式,相对于文献[ 3 ]中算法更为简单.

2　问题描述
　　考虑下面具有参数不确定性和外部未知扰动

的广义系统 P 2:

E xα= (A + ∃A ) x + B 1w + B 2u , (1)

z = C 1x + D 12u , (2)

y = C 2x. (3)

其中: x ∈R n , u ∈R m ,w ∈R q, y ∈R p , z ∈R s分别

为状态、控制输入、干扰输入、可测输出和控制输出;

E ∈R n×n 可以是奇异矩阵; 其他矩阵具有相应的维

数; ∃A 表示系统的不确定参数.

　　假设 1　∃A 满足 ∃A = G2H ,其中: G 和H 为

给定矩阵, 2 为未知矩阵且满足‖2‖ < Θ2.

　　设被控广义系统P 2经输出反馈控制律u = K y

构成的闭环系统 S 2 如下:

E xα= A (2 ) x + B 1 (2 )w , (4)

z = C (2 ) x. (5)

　　定义 1[1 ]　若{E ,A }正则、稳定、无脉冲,则称

{E ,A }容许.

　　定义 2[3 ]　对给定的干扰抑制水平 Χ,设A (2 )

中不确定参数满足假设 1, 如果系统{E , (A (2 ) } 正

则、二次稳定、无脉冲且‖G (s)‖∞ < Χ, 则称该闭

环系统 S 2 二次容许且对干扰的抑制度为 Χ,对不确

定参数的限制度为 Θ.
　　 根据广义有界实引理[1 ] ,广义系统二次容许且

对干扰的抑制度为Χ,对不确定参数的限制度为Θ等
价于下面广义代数R iccat i不等式解的存在性:

A T (2 )X + X TA (2 ) +

C T (2 )C (2 ) +

1
ΧX TB 1 (2 )B T

1 (2 )X < 0,

E TX = X T E ≥ 0.

(6)

3　分步H ∞鲁棒控制
　　下面分两步完成广义系统的输出反馈H ∞鲁棒

控制器设计. 首先,在给定的干扰抑制度和不确定参

数限制度下, 设计状态反馈控制器满足要求的鲁棒

性能;然后, 在系统状态不完全可测条件下, 设计广

义函数观测器实现反馈控制.

3. 1　构造状态反馈鲁棒控制器

　　引理 1[3 ]　给定干扰抑制度Χ和不确定参数限
制度 Θ,设广义系统{E ,A }容许,定义

R 1 = D T
12D 12,

R 1 (X ) = (A - B 2R
- 1
1 D T

12C 1) TX +

　　　　X T (A - B 2R
- 1
1 D T

12C 1) +

　　　　C T
1 ( I - D 12R

- 1
1 D T

12)C 1 +

　　　　X T ( 1
Χ [B 1　ΧG ] [B 1　ΧG ]T -

　　　　B 2R
- 1
1 B T

2 )X + Θ2H TH .

　　设R 1 > 0,则系统通过状态反馈实现二次容许

且满足鲁棒性能的充要条件是:

R 1 (X ) < 0,

E TX = X T E ≥ 0,
(7)

有解X ∞. 在式 (7) 有解的条件下, 系统状态反馈控

制器的形式为

u = - K x = - R - 1
1 (B T

2X ∞ + D T
12C 1) x. (8)

　　如果系统{E ,A }不容许,根据文献[ 9 ],可以通

过预置状态反馈首先使系统容许, 然后按照引理1

完成系统控制器的设计.

3. 2　设计广义函数器实现反馈控制

　　首先假设:

　　1) R 1 > 0;

　　2) Π s∈ R , 矩阵
A - j sE B 2

C 1 D 12

列满秩且不

可约.

　　定理 1　如果存在适当维数的矩阵J , F ,N ,Q ,

S 满足{J , F } 稳定, J PA - Q C 2 = F P E ,M C 2 +

S J P E = K ,N = J PB 2,则

J Φ
õ

= F Φ+ N u + Q y , (9)

Ξ = S J Φ+ M y , (10)

是 P 2 的标称系统的广义函数观测器,即

lim
t→∞

(Ξ - K x ) = 0.

　　证明　由定理条件可得

Ξ - K x = S J Φ+ M C 2x - K x =

S J (Φ- P E x ).

令 e = P E x - Φ,则有

J eα= J PA x + J PB 2u - F Φ-

N u - Q C 2x = F e.

再根据定理条件,即可证得结论. □

　　 引理 2　假设{J , F } 容许, {J , F ,B
δ} 可镇定,

I -
1
Χ2B

δTCδTCδBδ > 0,则对任意 Ε> 0,存在W ∞使得
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下式成立:

F TW ∞ + W T
∞F + CδTC +

Ε
Χ2W

T
∞B

δBδTW ∞ < 0,

J TW ∞ = W T
∞J ≥ 0.

(11)

其中: Bδ = [J PB 1　J PG ], Cδ = D 12S J .

　　 证 明 　 由 {J , F ,Bδ} 可 镇 定 及

J

Ε
,

F

Ε
,

CδT

4 Ε
, I

T

可观测, 再由文献 [ 1, 10 ]

易证得结论. □

　　令Χλ = ΧöΕ1, Θλ = ΘΕ2, Ε1, Ε2∈ (0, 1) 且 Ε1, Ε2可

任意趋近于 1. 再令

Θ1 =
Ε2

2

1 - Ε2
2
, Α=

1 - Ε2
1

Ε2
1

.

则有如下定理:

　　定理 2　假设矩阵方程 (8) 有解 X ∞,且定理 1

中条件得到满足, {J , F ,Bδ} 可镇定, I -
1
Χ2B

δTCδTCδB

> 0,则 P 2 和控制器 u = Ξ构成的闭环系统二次容
许,对干扰的抑制度为 Χλ,对不确定参数的限制度为

Θλ,而且 Χλ和 Θλ可任意趋近状态反馈下的对应值.

　　证明　由定理条件有

Ξ = S J Φ+ M C 2x = K x - S J e.

这时闭环系统为

E

J

xα

eα
=

A - B 2K + ∃A B 2S J

J P ∃A F
+

B 1

J P
w =

A c

x

e
+ B cw ,

　　z = [C 1 - D 12K　D 12S J ]
x

e
= C c

x

e
.

设 Y =
X ∞

W ∞
,则

A T
c + Y TA c + C T

c C c +
1
Χλ Y TB cB

T
c Y =

(A - B 2K + ∃A ) T (J P ∃A ) T

(B 2S J ) T F T

X ∞

W ∞
+

X T
∞

W T
∞

A - B 2K + ∃A B 2S J

J P ∃A F
+

(C 1 - D 12K ) T

(D 12S J ) T
[C - D 12K　D 12S J ] +

1
Χλ2

X T
∞

W T
∞

B 1

J PB 1

×

　　　[B T
1　 (J PB 1) T ]

X ∞

W ∞
.

将上式等号右半部分展开,可得

A T
c Y + Y TA c + C T

c C c +
1
Χλ Y TB cB

T
c Y ≤

M 11 M 12

M T
12 M 22

.

其中

M 11 = (A - B 2R
T
1D

T
12C 1) TX ∞ +

X T
∞ (A - B 2R

T
1D

T
12C 1) +

C T
1 ( I - D 12R

- 1
1 D T

12)C 1 +

1 + Α
Χλ2 X T

∞B 1B
T
1X ∞ + X T

∞GG TX ∞ -

X T
∞B

T
2R 1B 2X ∞ + (1 +

1
Θ1

) Θλ2H TH ,

M 22 = F TW ∞ + W T
∞F + (D 12S J ) (D 12S J ) T +

1
Χλ2 (1 +

1
Α)W T
∞J PB 1 (J PB 1) TW ∞ +

Θ1W
T
∞J PG (J PG ) TW ∞,

M 12 = X T
∞B 2S J + (C 1 - D 12K ) TD 12S J .

　　由式 (7) 可得M 11 < 0. 将 K 的表达式代入M 12

可得M 12 = 0. 再由引理 2得M 22 < 0. 从而

A T
c P + P TA c + C T

c C c +
1
Χλ P TB cB

T
c P < 0,

同时有
E

J

T

Y = Y T E

J
≥ 0. 由 Χλ和 Θλ的取

法可得lim
Ε1→1

Χλ = Χ, lim
Ε2→1

Θλ = Θ. □

4　算　　例
　　考虑下面具有参数不确定性和外界扰动的广

义系统:

E xα= (A + ∃A ) x + B 1w + B 2u ,

z = C 1x + D 12u ,

y = C 2x.

其中

E =

5 0 0 5

0 5 5 0

0 5 5 0

5 0 0 5

,

A =

- 2 0 0 - 2

0 - 2 0 0

0 0 - 2 0

0 0 0 - 2

,

B 1 = [ 0. 5　0. 5　0. 5　0. 5 ]T ,

B 2 = [ 1. 388　0. 794　0. 798　1. 388 ]T ,
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　C 1 = [ 1　1　1　1 ],D 12 = 0. 1,

　C 2 = [ 118. 8　71. 4　71. 8　118. 8 ].

　　假设系统的不确定参数满足 ∃A = G2H , 2 满
足 ‖2‖ < Θ2. 其中: Θ= 1, G = H = diag (0. 1,

0. 1, 0. 1, 0. 1). 选取干扰抑制度 Χ= 1,则系统实现

二次容许且对干扰抑制度为 Χ的状态反馈控制律为

u = - K x = - R - 1
1 (B T

2X ∞ + D T
12C 1) x.

其中

　　　　X ∞ = diag (0. 2, 0. 2, 0. 2, 0. 2) ,

　　　　K = [ 148. 8　89. 4　89. 8　148. 8 ].

取 Ε1 = 1ö1. 1, Ε2 = 0. 99. 构造函数观测器参数如

下:

J =
2 0

0 0
, F =

- 80 0

0 - 300
,

N =
11. 188 8

0
,Q =

10

0
,

S = [ 1　2 ],M = 1.

　　如果选择 P =
3 1. 5 0. 3 0

0 0 0 0
, G , H , K 保

持不变,则通过 u = - Ξ进行反馈控制后,闭环系统

对干扰的抑制度和对不确定参数的限制度分别为 Χλ

= 1. 1, Θλ = 0. 99.

5　结　　论
　　本文将分步H ∞控制方法推广到具有参数不确

定性和系统外部未知扰动的广义系统, 基于广义函

数观测器实现系统的鲁棒控制. 首先根据给定的干

扰抑制度和不确定参数的限制度, 通过求解一个广

义代数R iccat i不等式得到系统的状态反馈控制器,

然后构造系统的广义函数观测器, 使用状态函数的

估计值实现状态反馈控制. 结果证明,如果选择合适

的观测器结构参数,闭环系统仍能保持二次稳定,且

能任意逼近状态反馈下系统的鲁棒性能.
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