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摘　要: 线性混合系统的控制输入 (包括离散控制和连续控制)会影响混合系统的状态可观性. 混合系统的可观性包

括初始的离散状态和连续状态,以及离散状态的切换时间. 对此,分析了系统的控制输入对线性混合系统状态 (主要

是离散状态)的影响,并论述这将有助于改善某些线性混合系统状态的可观性. 通过分析给出了在这种情形下比较宽

松的线性混合系统状态可观性条件及其秩检验条件,并给出说明性示例.
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Abstract: T he observab ility of linear hybrid system m ay be affected by con tro l inpu ts, w h ich include discrete and

con tinuous con tro l inpu ts. T he observab ility of hybrid system invo lves in it ia l discrete sta tes, con tinuous sta tes and

discrete sta te sw itched tim e. T he con tro l inpu ts effect on system states (m ain ly effect on discrete sta tes) are
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1　引　　言
　　状态可观性是动态系统的一个重要性质,对其

深入研究有助于了解系统和状态重构,对于系统分

析和控制具有重要意义. 混合系统状态的可观性研

究要比一般线性系统复杂得多. 对混合系统的状态

可观性研究已取得了一些研究成果.

　　Ezzine等[1 ]较早地讨论了混合系统状态可观性

和可控性问题. Soh 等[2, 3 ]针对周期离散时间切换线

性混合系统,提出了其可观性和可控性的充分必要

条件,但假定离散状态切换已知且对象是周期性的,

这便限制了其应用范围. Bempo rad 等[4 ]利用混合逻

辑动态系统来分析混合系统的可观性,使用范数进

行比较,给出了关于初始状态的控制递增可观性定

义,以及基于类似验证方法的判断算法,但没有给出

由模型解析式进行判断的准则. V idal等[5, 6 ]应用系

统理论,给出了线性混合系统状态可观性定义和秩

判决结论,具有较强的可操作性. 由于离散状态迁移

可使混合系统的不同动态特性体现在输出中,从而

可能使在某离散状态下不可观状态变成可观状态,

这与传统系统状态可观性分析是不同的. 本文基于

V idal 的结果, 分析了 (离散和连续)控制输入对混

合系统状态可观性的影响.
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2　相关基本概念
2. 1　线性混合系统模型

　　研究混合系统状态可观性只能从较简单的线

性混合系统开始, 即便如此, 其范围仍然较大, 因此

需要进一步简化. 一般将线性混合系统 2 h 简化为两

部分:一部分是简单的切换线性系统;另一部分是控

制前者的离散状态切换机制. 当离散状态为 q时,切

换线性系统为

2 q:
x (k + 1) = A qx (k ) + B quc (k ) ,

y (k + 1) = Cqx (k ).
(1)

其中:切换线性系统的连续状态 x∈R n; Π q∈Q 是

切换线性系统的离散状态,Q 是大小为N 的有限状

态集;控制集U Χ U c×U d Α R m c× {0, 1}m d ,U c是连

续控制域uc∈U c,U d是离散控制域;输出y∈R p;系

统初始状态为{xq0 (k 0) , q0}.

　　本文仅考虑离散时间系统. 系统离散状态迁移

包括受控迁移和自治迁移, 分别因外界输入控制指

令和连续状态达到某个多面体边界 (即 xq ∈ G q (e)

< 5X (q) ) 时引起离散状态 (模式) 的变化, 其中:

G q (e) 表示事件 e发生的连续状态条件, 5X (q) 表示

离散状态 q的连续状态集合边界. 换言之,离散状态

迁移事件包含控制输入事件 e∈ E c和自治事件 e∈

E a ,即 q+ = f (q- , e) ,其中:“+ ”和“- ”分别表示事

件 e之后与之前的瞬间. 为简单起见,这里忽略一般

离散状态迁移可能引起的连续状态发生跳变, 即连

续状态在离散状态迁移时是等值映射. 假设在任意

时段内系统迁移事件数有限, 即不存在 Zeno 现象.

混合系统状态由离散状态 q和连续状态 x 组成, 记

为 (x , q) ,其运动轨迹包含了离散状态和连续状态的

变化.

2. 2　线性混合系统状态可观性

　　对于状态可观性的概念有不同的定义, 例如

V idal通过定义不可识别性来定义状态的可观性[5 ].

实际上, 状态可观性等同于状态到输出映射关系的

单射性. 所谓混合系统状态可观性,就是能否由输出

唯一确定混合系统初始的离散状态和连续状态, 以

及离散状态的迁移时间.

　　定义 1 (混合系统状态时间T 可观)　令X (0)

×Q(0) Α R nc× {1, 2,⋯,N }是初始状态集, U Χ
U c×U d , U (0) Α R m c× {0, 1}m d 是控制输入集. 称

混合系统对X (0) ×Q(0) 在时刻 T 上关于U 一
致逐渐可观,如果存在T 对输出范数‖õ‖a和状态

范数‖õ‖b以及一个正标量w ,使Π { (q1, x 1) , (q2,

x 2) }∈X (0) ×Q(0) ,输入序列{u (k ) }T - 1
k= 0 Α U ,

有

∑
T - 1

k= 0

‖y (k , x 1, q1, u) - y (k , x 2, q2, u)‖b≥

w ‖x 1 - x 2‖a. (2)

　　定义 1的含义是初始状态的差异在输出观测上

将引起明显的差别,由此可推断出初始状态. 若该条

件不满足,则等价于文献[ 5, 6 ] 的状态不可分辨性,

它们都表示两个不同初始状态在[ 0, T ] 上输出是不

可分辨的. 称不存在不可分辨状态的系统是状态可

观的. 它与V idal提出的概念是等价的,但它与所考

虑时段 T 及对系统对象的控制有关,这正是本文所

关心的问题.

3　线性混合系统的状态可观性分析
　　如前所述,对线性混合系统状态可观性分析可

简化为对切换线性系统的状态可观性研究. 本节首

先对切换线性系统状态和输出进行分析, 然后讨论

控制输入对混合系统状态可观性的影响, 最后给出

线性混合系统状态可观性条件.

3. 1　切换线性系统状态与输出分析

　　假设混合状态初始值为 (x (k 0) , q) (时刻 k 0) ,在

离散状态迁移前,系统状态和输出为

x (k ) = A k- k0q x (k 0) + ∑
k+ k0- 1

i= k0

A k- i- 1
q B quc ( i) ,

y (k ) = Cqx (k ).

(3)

注意到切换线性系统 (1) 中包含了控制 uc (k ) ,由式

(3) 得到输出信息并重新组合为

y (k ) = CqA k- k0q x (k 0) + ∑
k+ k0- 1

i= k0

A k - i- 1
q B quc ( i).

(4)

　　假设系统离散状态序列为{q i}, q i∈Q , i∈ {0,

1,⋯},且离散状态切换到 q i 的时刻为{k i}, 系统处

于离散状态q i的逗留时间为Σi = k i+ 1 - k i,则系统状

态为

x (k ) =

A k- k0q0 x (k 0) + ∑
k- k0- 1

i= k0

A k- i- 1
q0 B q0uc ( i) , k ∈ [k 0, k 1 ];

A k- k1q1 A
Σ0
q0

x (k 0) + A k- k1q1 ∑
k1- k0- 1

i= k0

A k1- i- 1
q0 B q0uc ( i) +

∑
k- k1- 1

i= k1

A k- i- 1
q1 B q1uc ( i) , k ∈ [k 1, k 2 ];

　　�
(5)
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系统输出可由式 (3) 计算. 将与控制输入有关项移

到输出处,定义广义输出为

yζ (k ) Χ

y (k ) - ∑
k- k0- 1

i= k0

Cq0A
k- i- 1
q0 B q0uc (k - i) , k ∈ [k 0, k 1 ];

y (k ) - (Cq1A
k- k1q1 ∑

k1- k0- 1

i= k0

A k1- i- 1
q0 B q0uc ( i) +

∑
k- k1- 1

i= k1

Cq1A
k- i- 1
q1 B q1uc ( i) ) , k ∈ (k 1, k 2 ];

　　　　　　�
(6)

于是,广义输出与初始状态之间的关系为

yζk0

�
yζk1- 1

yζk1

�
yζk2- 1

�

=

Cq0x k0

�

Cq0A
k1- 1
q0

x k0

Cq1A
k1
q0

x k0

�

Cq1A
k2- k1- 1
q1

A
k1
q0

x k0

�

=

ob sΣ0
(q0) x k0

ob sΣ1
(q1)A k1q0x k0

�

. (7)

其 中 ob sΣi
(q i) = [CT

q i
⋯ (Cqi

A
k i+ 1- k i- 1
qi ) T ]T 是 对

(A qi
, Cqi) 的可观测阵. 因此得到与无控制输入情形

下输出和初始状态相同的关系, 所不同的是使用广

义输出信息来替代实际输出信息.

3. 2　控制输入对混合系统状态可观性影响分析

　　在线性系统理论中,分析状态可观性时并不考

虑控制输入, 而混合系统的情形则比较复杂. 首先,

混合系统本质上是一种非线性系统, 而非线性系统

状态可观性与控制输入是相关的[7 ]; 其次,当控制输

入使得混合系统模式变化而展现系统动态特性的不

同侧面时, 有可能确定在某一离散状态下不可观的

状态. 因此混合系统状态可观性与输入控制是相关

的.

　　混合系统的控制输入一般包含离散控制 ud 和

连续控制uc , 其中ud直接影响系统离散状态 , 而uc

则可能改变系统连续状态, 也可能使其发生自治迁

移. 连续控制输入 uc 对连续状态和输出的影响反映

在式 (5) 和 (7) 中,其中与初始连续状态的联系体现

在广义输出 (7) 中.

　　定义 1中参数 T 与以下条件有关:若各子系统

均可观且联合可观阵的秩满足可观要求[5 ] , 则系统

可观,即 T 没有太大作用;否则, T 与许多因素相关,

关键因素是系统是否经历了离散状态. 这里关心的

是在何种控制输入作用下能确保离散迁移发生. 即

在时间区间 T 内考虑以下两种情形: 1) 系统是否存

在离散控制 ud ,使得在所考虑的时段内控制迁移事

件{E c} 为空集; 2) 对于连续控制输入, 判断切换曲

面 (平面) 是否可达,即自治迁移事件{E c} 是否为空

集. 前者与混合系统的控制设计有关,后者与混合系

统的状态可达性分析有关.

　　考虑以下两方面因素: 1) 若系统存在离散控制

ud ,则在 T < ∞区间内 ud 发生变化 (即离散状态的

变化) 是正常的; 2) 若无离散控制 ud ,则系统正常运

行状态会存在离散自治迁移, 否则系统只能运行于

某离散状态下的不变子空间, 这违背了混合系统描

述的目的. 因此可得出结论:在通常的控制输入作用

下,混合系统在区间 T < ∞内必存在离散状态迁

移,即迁移事件集 E = E c∪ E d 为非空.

　　借鉴系统辨识中要求输入信号必须是持续激

励的概念, 这里按对系统产生的影响来划分控制输

入类型, 并要求控制能使混合系统离散状态发生迁

移. 此要求虽较简单,但对于混合系统的可观性分析

却是十分重要的. 因此,这里给出充分激励的控制输

入的概念:

　　定义 2 (充分激励的控制输入)　对于混合系统

2 h ,若系统控制输入U 使得系统在区间T < ∞内必

定发生离散状态迁移,则称U 对于系统 2 h是充分激

励的.

　　根据以上分析及定义,可得到以下命题:

　　命题 1　若混合系统 2 h 的控制输入是充分激

励的,则必定存在Tϖ∈N ,且Tϖ < ∞,使得 2 h的离散

状态在区间[ 0, Tϖ ] 内发生迁移.

　　命题 1的证明从以上分析中容易得到. 其意义

在于它可确保混合系统存在离散状态迁移, 并使以

下讨论和结论对于混合系统具有一般性.

3. 3　线性混合系统状态可观条件

　　V idal给出了切换线性系统状态可观性条件[5 ] ,

为保证发生离散切换之前初始状态可观, 不仅要求

各子系统是可观的, 而且要求每一子系统的可观性

空间交集为平凡子空间. 本文关心的是可否放松条

件,仅讨论不满足上述条件的情形,并考虑混合系统

控制输入在其中所起的作用. 定义 1 中对于混合系

统状态可观,要求在时段 T 上由输出可区分不同初
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始状态, 但并不要求在首个离散切换之前实现状态

可观. 因此存在离散状态切换前其状态不可观,但若

离散状态发生切换, 则混合系统状态可变为可观测

的情形. 这里从离散状态及其切换时间可观问题入

手进行分析. 由 yζ的定义 (6) 可得到输出阵

yζ i Χ [yζT
k0 ⋯ yζT

k0+ i- 1 ]T = ob si (q0) x k0. (8)

3. 3. 1　确定初始离散状态

　　 对于 Π q ≠ q′∈ {1, 2,⋯,N }, 所 有 使

[ob si (q) ob si (q′) ] 秩不增加的最小整数 i中最大者

记为 v. 由定义 1 知, 在时间 T 内 (相当于在 v 时间

内) ,不可观的条件是不同初始状态 (xk0 , q0) 与 (xθk0 ,

qλk0
) 的输出是相同的, 即若∑

T - 1

i= 0

‖y ( i, x k0 , q0, u) -

y ( i, xθk0 , qλ0, u)‖= 0,则在时刻 k 1 (T < k 1) 前初始状

态是不可区分的,即有

yζv = ob sv (q0) x k0 = ob sv (qλ0) xθk0. (9)

这等价于初始离散状态是不可分辨的. 当任一可观

子空间的交集是非平凡的,即

rank [ob sv (q)　ob sv (q′) ] <

rank (ob sv (q) ) + rank (ob sv (q′) ) , (10)

则存在连续状态是不可观的. 因此要确定离散状态,

就要求满足

rank ( [ob sv (q)　ob sv (q′) ]) =

rank (ob sv (q) ) + rank (ob sv (q′) ). (11)

如果式 (11) 满足, 则根据输出与模型的因果关系,

可唯一确定离散状态

q0 = {q: rank ( [ob sv (q)　yζv ]) =

rank (ob sv (q) ) }. (12)

3. 3. 2　确定切换时间

　　应用定义 1,考虑在发生离散切换时间后, T 时

间区间内从系统输出中能否有所反映. 假设离散状

态切换发生在时刻 k 1,如果已判断出切换,则在区间

i ∈ [k 1, T + k 1 ], 输 出 可 表 示 为 yζ ( i) =

Cq1A
i- k1q1 A k1- k0q0 x k0; 如果没有判断出发生离散状态切

换, 则输出可写成 yζ′( i) = Cq0A
i- k1q0 A k1- k0q0 x k0. 当 yζ ( i)

= yζ′( i) , Π i∈ [k 1, T + k 1 ] 时,即

Cq1

�
Cq1A

i- k1q1

A
k1- k0
q0

x k0 =

Cq0

�
Cq0A

i- k1q0

A k1- k0q0 x k0 ,

(13)

称切换时间 k 1 在时间 T 内是不可观的. 由此可知,

若 rank (ob si (q0) - ob si (q1) ) = n , q0, q1∈{1, 2,⋯,

N },则在时间 T 内可检测出离散状态切换, 切换时

间可确定为

k 1 = m in{ i: rank ( [ob si (q0)　yζ i ]) =

n + 1} + k 0 - 1. (14)

3. 3. 3　确定初始连续状态

　　 由于 rank (ob sv (q0) ) < n ,不能由[k 0, k 1 ] 的输

出唯一地重构出连续状态. 若k1 < k 0 + T , 即在充

分激励控制作用下, 在所考虑时段内系统至少发生

一次离散切换,则根据区间[k0, k 0 + T ]的输出可唯

一确定出连续初始状态. 观察式 (7) 可得

ob sΣ0
(q0)

ob sv (q1)A
Σ0
q0

x k0 =
yζΣ0

yζv+ Σ0

. (15)

为了唯一地确定 x k0 ,要求

rank
ob sv (q0)

ob sv (q1)A
k1- k0
q0

= n. (16)

　　由于假设已知 rank (ob sv (q1) - ob sv (q0) ) = n ,

条件 (16) 很容易满足. 由式 (15) ,定义ob s (q0, q1) Χ
[ob sT

Σ0
(q0)　 (ob sv (q1)A

Σ0
q0

) T ]T ,则

x k0 = ob s (q0, q1) + [yζT
Σ0　yζT

v+ Σ0 ]T , (17)

其中M + = (M TM ) - 1M T. 若存在有限次切换, 则处

理方法相似. 总结以上讨论,可有如下定理:

　　定理 1 (线性混合系统的可观性)　考虑混合系

统 2 h , 如果系统控制输入是充分激励的, 即混合系

统在有限时间 T < ∞内肯定发生离散切换,且切换

时间满足Σi Χ k i+ 1 - k i≥Σ, Π i≥ 0,并令 2 q = {A q,

Cq}N
k= 1 是与之相关的跳变线性系统,则有以下结论:

　　1) 首切换时间可观性: 若任两对矩阵的差是非

奇异的, 即对所有 q ≠ q′∈ {1, 2,⋯,N }, 均有

rank (ob sv (k ) - ob sv (k′) ) = n ,则可唯一确定的切

换时间为式 (14) ,在时间区间[ t0, t0 + T ] 上的切换

次数记为 j.

　　2) 离散初始状态可观性: 若系统任一对可观性

矩阵的可观子空间交集是平凡的,即对所有 q, q′∈

{1, 2,⋯,N }, 均 有 rank [ob sv (q)　ob sv (q′) ] =

rank (ob sv (q) ) + rank (ob sv (q′) ) , 则离散状态轨迹

可唯一确定为式 (12).

　　3) 初始连续状态可观: 在如上条件下, 初始连

续状态可唯一确定为式 (17).

　　如果混合系统 2 h满足以上定理的 3个可观性,

且系统输入控制是充分激励的, 则混合系统状态在

时间 T 均是可观的且可唯一确定. 定理 1中提及的

系统控制输入是充分激励的条件, 它们会影响混合
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系统状态的可观性.

4　说明示例
　　本文主要讨论系统控制输入对可观性的影响,

这里给出的示例用于说明控制输入是如何影响线性

混合系统状态可观性的.

　　假定混合系统由两个二维系统组成,切换分别

为

　2 1:
x (k + 1) =

0. 9 0

0 0. 9
x (k ) +

1

0
u (k ) ,

y (k ) = [ 1　0 ]x (k ) , x 1 (k ) ≥ 0;

　2 2:
x (k + 1) =

0. 8 0

0 0. 7
x (k ) +

1

0
u (k ) ,

y (k ) = [ 0　1 ]x (k ) , x 1 (k ) < 0.

因为 ob s1 =
1 0

0. 9 0
, ob s2 =

0 1

0 0. 7
, 所以

rank (ob s1) = rank (ob s2) = 1,即每个子系统均为不

可观;而 rank ( [ob s1 ob s2 ]) = 2, rank (ob s1 - ob s2)

= 2. 因此若出现离散状态切换,则可唯一确定系统

初始状态及初次切换时间. 但应注意到,若不存在控

制输入,即u (k ) ≡ 0;则任意初始状态都要单调地收

敛到原点,且不会越过自治迁移平面 x1 = 0,即不会

发生离散状态迁移. 只有存在充分激励控制输入,离

散状态迁移才会发生,即连续状态越过 x1 = 0. 事实

上,满足该条件的输入是可以确定的, 如取 u (k ) =

sin (Ξk ) , Ξ = 0. 05即可.

5　结　　论
　　本文讨论控制输入对线性混合系统状态可观性

的影响. 这类混合系统在发生离散状态切换之前,不

能完全确定系统的初始混合状态,即混合系统状态

不可观. 如果存在离散状态变化,使得系统中不同的

动态特性在输出中充分地得到表现,则有可能使这

样的混合系统的状态变为可观的. 混合系统的控制

输入 (无论是离散控制输入,还是连续控制输入)会

影响混合系统状态,有可能使系统的离散状态发生

变化,称能引起这样变化的控制输入为充分激励的.

在充分激励的控制输入作用下,混合系统必定要经

历离散状态的切换. 本文通过研究确定混合系统状

态的条件,以秩检验规则给出了这类混合系统状态

的可观条件.
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