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随机优化问题一类基于假设检验的模拟退火算法

王　凌, 郑大钟
(清华大学 自动化系, 北京 100084)

摘　要: 针对随机优化问题的不确定性,提出一类基于假设检验的模拟退火算法. 该方法通过多次评价来合理估计

解的性能,利用假设检验减少重复性搜索,采用突跳性搜索避免局部极小,并通过温度控制调节突跳能力. 数值仿真

研究了假设检验、性能估计、噪声幅度对算法性能的影响,其结果验证了该方法的有效性和鲁棒性.
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Abstract: A cco rding to the non2determ in ist ic p roperty of stochastic op tim ization p rob lem s, a class of sim ulated

annealing app roach based on hypo thesis test is p ropo sed. In the app roach, reasonab le est im ated perfo rm ance is

p rovided by m ultip le evaluations, and repeated search is decreased by hypo thesis test. T he case of being trapped in

local m in im um can be avo ided by jump ing p robab ility. T he jump ing ab ility can be adjusted by con tro lling the

temperatu re. T he effects of hypo thesis test, the perfo rm ance est im ation and the m agnitude of no ise on the

perfo rm ance of the app roach are studied, and the effectiveness and robustness of the p ropo sed app roach are

demonstra ted.
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1　引　　言
　　随机优化问题通常缺少结构信息,存在不确定

因素,一次评价仅给出决策量的一次非准确性能估

计,且有时难以得到优化目标的精确解析表达式. 另

外,优化决策空间通常很大,且往往是连续量、离散

量和逻辑量共存,优化涉及多目标,并存在多极小,

以致于很难高效实现全局优化. 因此,对随机优化问

题的研究已成为国际学术界的重要课题[1 ] ,高效鲁

棒优化算法的设计则是其中的关键内容之一.

　　近年来,智能优化算法在理论界和工程领域均

得到广泛重视[2 ] ,但绝大多数是针对确定性优化问

题. 对于随机优化问题的不确定性, Bayer [3 ]提出了

噪声环境下进化算法待研究的若干理论问题,M o2
ham ed 等[4 ]最近提出一种基于排名和选择的模拟退

火方法.

　　本文从统计学的角度出发,提出一类通用的基

于假设检验[5 ]的模拟退火 (SA )方法,即在均值比较

的基础上,结合假设检验来减少重复性搜索,同时利
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用模拟退火方法的可控突跳性避免搜索过程陷入局

部极小. 通过仿真研究了假设检验、性能估计、噪声

幅度对算法性能的影响,并验证了所提出方法的有

效性和鲁棒性.

2　假设检验
　　随机优化问题通常可描述为

m in
Η

J (Η) = m in
Η

E [L (Η, Ν) ]. (1)

其中: Η为决策量 (解) , Ν为随机噪声,L (Η, Ν) 和

J (Η) 分别为 Η的一次性能估计和期望值.

　　随机优化问题进行不同解的优劣比较时,首先

要较准确地估计解的性能, 这通常需要进行多次独

立仿真. 若对Ηi进行n i次独立随机仿真,则其均值和

方差的无偏估计分别为

J
-

i = J
-

(Ηi) = ∑
n i

j= 1
L (Ηi, Ν) ön i, (2)

Ρ2
i = ∑

n i

j = 1
[L (Ηi, Ν) - J

-

i ]2ö(n i - 1). (3)

　　由大数定理知[5 ] ,当 n i →∞时,期望性能的估

计J
^

(Ηi)～ N (J
-

i, Ρ2
i ön i). 显然,正确估计性能值的收

敛速度不超过 1ö n i.

　　考虑两个决策量 Η1 和 Η2,其性能估计 J
^

(Η1) 和

J
^

(Η2) 为两独立随机变量, J
^

(Η1)～ N (Λ1, Ρ2
1) , J

^
(Η2)

～ N (Λ2, Ρ2
2) ,其中 Λ1 和 Λ2 的无偏估计分别为 J

-

1 ≡

∑
n1

j = 1
L (Η1, Ν) ön1, J

-

2 ≡∑
n2

j= 1
L (Η2, Ν) ön2. 记零假设 H 0

为 J
-

1 = J
-

2,备择假设H 1 为 J
-

1 ≠ J
-

2.

　　若 Ρ2
1 和 Ρ2

2 已知,则H 0 的拒绝域为[5 ]

ûJ
-

1 - J
-

2û ≥ z Αö2 (Ρ2
1ön1 + Ρ2

2ön2) 1ö2 = Σ. (4)

其中: Α为显著性水平, <(z Αö2) = 1 - Αö2.

　　若Ρ2
1和Ρ2

2未知,但 n1和 n2充分大 (一般大于 50

即可) ,则H 0 的拒绝域可简化为[5 ]

ûJ
-

1 - J
-

2û ≥ z Αö2 (s2
1ön1 + s2

2ön2) 1ö2 = Σ. (5)

其中: Ρ2
1 和 Ρ2

2 分别采用其无偏估计

s2
1 = ∑

n1

j= 1
[L (Η1, Ν) - J

-

1 ]2ö(n1 - 1) ,

s2
2 = ∑

n2

j= 1
[L (Η2, Ν) - J

-

1 ]2ö(n2 - 1).

　　若 Ρ2
1 = Ρ2

2 = Ρ2, Ρ2 未知,则H 0 的拒绝域为[5 ]

ûJ
-

1 - J
-

2û ≥

tΑö2 (n1 + n2 - 2) {[ (n 1 - 1) s2
1 +

(n2 - 1) s2
2 ]ö(n1 + n2 - 2) }1ö2 ×

( (n1 + n2) ö(n1n2) ) 1ö2 = Σ. (6)

　　因此,如果 ûJ
-

(Η1) - J
-

(Η2) û < Σ,则可认为二

者的性能在统计意义上不存在显著差异, 否则认为

二者性能存在显著差异. 即若 J
-

(Η1) - J
-

(Η2) ≥ Σ,

则认为 Η2 性能在统计意义上优于 Η1 (针对极小化问

题) ;若J
-

(Η1) - J
-

(Η2) ≤- Σ,则认为Η1性能在统计

意义上优于 Η2. 对于特定优化问题,通常假设所有决

策解理论上的性能方差相同, 因此可用式 (6) 进行

假设检验. 考虑到问题的多极小性,纯粹基于假设检

验的趋化性搜索易陷入局部极小, 因此可考虑利用

SA 的突跳性.

3　基于假设检验的模拟退火算法
　　基于上述假设检验思想,在求解随机优化问题

的迭代过程中, 若新旧解的性能在统计意义上不存

在显著差异,则可认为没有产生不同性能的解,从而

可保留旧状态以减少重复搜索; 如果新解性能在统

计意义上优于旧解,则接受新解作为新的当前状态;

如果新解性能在统计意义上劣于旧解, 则可采用传

统 SA 概率接受的方式接受新解以避免搜索过程陷

入局部极小. 由此, 本文在传统 SA 算法的基础上,

提出随机优化问题的一类基于假设检验的 SA 算

法,其具体步骤如下:

　　Step 1: 随机产生一组初始解 Ηk , k = 1, 2,⋯,

K ,通过多次评价估计各解的性能J
-

k及其方差 s2
k. 令

其中的最优解 (估计性能最小的解) 为 Η3 ,记其性能

估计和方差分别为 J
- 3 和 s2

3 , 并记初始解中最差的

估计性能为J
-

w. 令初始温度 t = (J
- 3 - J

-

w ) öln p r,其

中 p r 为初始最低接受概率.

　　Step 2: 令当前解Η1为Η3 ,其性能估计J
-

1 = J
- 3 ,

性能方差 s2
1 = s2

3 .

　　Step 3: 若算法终止条件满足,则输出最优解 Η3

及其估计性能;否则,继续以下步骤.

　　Step 4: 由当前解 Η1 产生一个新解 Η2,并通过多

次评价来估计新解的性能 J
-

2 和方差 s2
2.

　　Step 5: 对当前解Η1和新解Η2进行第2节的假设

检验. 若零假设成立, 即式 (6) 不成立, 则返回

Step 4;否则,继续以下步骤.

　　Step 6: 若接受概率 m in{1, exp [ - (J
-

2 -

J
-

1) öt ]}大于 (0, 1) 之间的随机数,则以新解 Η2 作为

新的当前解 Η1;若新解优于最优解,则令其为新的最

优解 Η3 ;否则,保持原先的当前解 Η1.
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　　Step 7: 若抽样终止条件成立, 则转 Step 8; 否

则,转 Step 4.

　　Step 8: 下降温度参数,并返回 Step 3.

　　 可见, 上述方法具有如下特点: 1) 保留了传统

SA 算法的通用性和概率突跳性,已有的 SA 优化操

作和参数设计[2 ] 完全可采用; 2) 针对问题的随机性

增加了假设检验环节以减少重复性搜索; 3) 通过多

次评价给出了较合理的性能估计; 4) 由于初态的随

机性, 数量足够多时可体现整个解空间的状态分布

情况, 所以基于一组随机解并定义 p r 来确定初温,

考虑各状态的相对性能, 可赋予不同状态合适的突

跳概率,在一定程度上避免了初温选取的盲目性[6 ].

　　另外,为了在优化度和效率间起到较好的折衷

效果, 其他环节采用如下方式: 1) 温度下降方式可

采用指数退温策略,即 t = Κt,退温速率 Κ∈ (0, 1) ;

2) 抽样终止条件采用M 1 固定步数法; 3) 算法终止

条件设置为最优解在连续M 2 步退温期间不变; 4)

对于函数优化, SA 的状态产生函数可采用性能较好

的Cauchy扰动发生器[7 ] ,即 x′= x + ΑΦ, Φ为服从
Cauchy 分布C (0, 1) 的随机数,步长 Α通常取 0. 1.

另外,为保证解的可行性,若新解越界则重新产生.

4　数值仿真与分析
　　采用非凸的二维随机Ro senb rock 函数进行数

值仿真研究,该函数可描述为

L (x 1, x 2, Ν) =

100 (x 2
1 - x 2) 2 + (1 - x 1) 2 + ΓΝ,

ûx 1, x 2û ≤ 2. 048.

其中: Γ为噪声幅度, Ν为随机噪声,在此令其服从均

值为零方差为 1的高斯分布N (0, 1). 显然 E [L (x 1,

x 2, Ν) ] 的最优解为 (1, 1) ,其性能为 0.

　　首先,令算法不进行假设检验,性能估计采用 1

次评价,即传统的 SA 算法. 令 Γ= 0. 01, K = 20, p r

= 0. 1, Κ= 0. 9,M 1 = 50,M 2 = 30. 20次随机仿真解

的分布如图 1所示.

　　其次, 不采用假设检验环节, 但性能估计采用

10 次评价, 其他算法参数同上. 20次随机仿真解分

布如图 2所示.

　　最后, 对本文提出的方法进行研究, 即采用假

设检验环节, 性能估计采用 10 次评价, 其他算法参

数同上. 20次随机仿真解的分布如图 3所示. 将噪声

幅度增加至 0. 05,基于 10次评价和 20次评价,本文

算法解的分布分别如图 4和图 5所示.

　　下面以多极小随机 Schaffer 函数进行仿真研

究,该函数描述如下:

L (x 1, x 2, Ν) =

(sin2 (x 2
1 + x 2

2) 1ö2 - 0. 5) ö[ 1 + 0. 001 (x 2
1 +

x 2
2) ]2 - 0. 5 + ΓΝ, ûx 1, x 2û ≤ 2. 048.

其中: Γ为噪声幅度, Ν为服从N (0, 1) 分布的高斯随

机噪声. 显然 E [L (x 1, x 2, Ν) ] 的最优解为 (0, 0) , 其

性能为 - 1.

　　采用假设检验环节,性能估计采用 20次评价,

其他算法参数同上,噪声幅度为0. 01, 本文方法和

图 1　无假设检验和 1次评价 SA 的优化结果

图 2　无假设检验和 10次评价 SA 的优化结果

图 3　带假设检验和 10次评价 SA 的优化结果 (Γ = 0. 01)

图 4　带假设检验和 10次评价 SA 的优化结果 (Γ = 0. 05)
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图 5　带假设检验和 20次评价 SA 的优化结果 (Γ = 0. 05)

传统 SA 方法各 20次随机仿真解的分布如图 6和图

7所示.

图 6　基于假设检验 SA 对 Schaffer函数的优化结果

图 7　传统 SA 对 Schaffer函数的优化结果

　　基于上述仿真结果,可得到本文方法的如下结

论: 1) 具有较好的鲁棒性, 多次随机仿真的结果均

与理论上的最优解较近, 而传统 SA 方法的结果往

往与理论上的最优解较远 (图 1与图 3对比,图 6与

图 7对比). 2) 通过设置假设检验环节可减少重复性

搜索, 从而提高了算法的优化质量和可靠性以及搜

索到最优解的频度 (图 2与图 3对比). 3) 在噪声幅

度较大的情况下, 通过增加评价次数仍可保证本文

方法取得较好的优化性能 (图 4与图 5对比). 4) 保

留了传统 SA 的全局搜索能力,对非凸、多极小等函

数仍可取得较满意的全局优化质量.

　　考虑到问题的随机性和算法的搜索效率,优化

过程中评价次数通常不能太大 (尤其是仿真优化问

题[1 ],否则会因性能估计时间大于搜索时间而降低

优化效率) , 但是由于本文方法的鲁棒性, 可在算法

搜索结束后对优化解作进一步的多次评价, 以便更

准确地估计其性能. 需要指出的是, 若评价次数较

少,则可结合序优化的思想进行搜索, 因为“序比值

易确定”且“序以指数收敛”[8 ].

5　结　　语
　　本文提出一类通用的基于假设检验的 SA 方

法,在均值比较的基础上,结合假设检验来减少重复

性搜索,并利用 SA 的可控突跳性来避免搜索过程

陷入局部极小,数值仿真研究验证了所提方法的有

效性和鲁棒性. 进一步的工作包括,理论上研究本文

方法的收敛性,针对随机组合优化问题推广研究该

类方法.
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