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摘　要: 首先通过对人体 4个生理参数和风力的分析,由牛顿第二定律建立了赛跑的最优速度模型与能量消耗模

型; 其次利用微分方程的解曲线与最优控制方法,结合普通极值与泛函极值方法,给出时间一定情况下的最大距离,

以及赛跑距离一定情况下的最小时间,并利用最小二乘法对若干生理参数进行拟合估计;最后以某高校 40多年男子

赛跑成绩为依据进行模型检验,找出理论值与实际纪录值的相对误差,从而为提高赛跑成绩提供了科学依据.
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Abstract: A n op tim um race velocity model and an energy fever model is p resen ted based on the N ew ton′s second law

and the analysis of w ind2fo rce and the four physio logical param eters of hum an body. T he m axim um distance under

the given tim e and the m in im um tim e under the given distance are calcu la ted by using the so lu tion curve of the

differen tia l equations and the op tim al con tro l m ethod, com bin ing w ith the m ethods of the general ex trem e value and

functional ex trem e value. Som e physio logical param eters are est im ated by using the least squares m ethod. T he

model is tested by tak ing the m an race sco re in the past 40 years, and the rela t ively erro rs of the theo retical values

and the real reco rd are p resen ted.
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1　引　　言
　　运用现代数学方法研究体育运动始于 20 世纪

70年代. Keller [1 ]首先建立了运动员赛跑模型,将其

理论用于运动员中长跑训练,取得了优异的成绩. 同

时,美国计算机专家A ils以力学、数学、计算机为工

具对铁饼投掷技术进行研究,提出了新的投掷技术

与改进后的训练措施,使运动员在很短的时间内取

得了辉煌成绩. 因此,现代训练技术将有助于运动员

快速提高比赛成绩.

　　本文通过对人体的 4个生理参数 (最大冲力 F ,

体内外的阻力系数 Λ, 由氧气的新陈代谢作用提供

能量的速度Φ,体内储存能量的初始值E 0)和风力w

进行分析, 建立了最优速度的赛跑模型与能量消耗

模型. 并利用微分方程的积分曲线与最优控制方法,

结合普通极值与泛函极值的L agrange乘子法,分别

给出在时间T 和赛跑距离D 一定情况下的最大距
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离D MAX及最小时间T M IN ,利用最小二乘法对若干生

理参数进行拟合估计. 将烟台师范学院 40多年的男

子赛跑成绩作为模型检验的依据, 找出理论值与实

际纪录值的相对误差, 从而为提高赛跑成绩提供科

学依据.

2　问题叙述与模型建立
　　 提高赛跑成绩的关键是最优速度分配问题.

Keller根据人体的 4个生理参数对此建立了简单模

型,该模型可确定最优速度, 并预报未来的比赛成

绩. 但由于大多数田赛都是在室外进行的,比赛成绩

往往会受风力的影响. 目前已有的数学模型[2～ 7 ],大

都未考虑风力对赛跑的影响. 本文在考虑 4 个生理

参数和风力影响的情况下, 建立了全新的最优速度

模型和能量消耗模型,并将其应用于实际赛跑.

2. 1　模型假设

　　假设 1　比赛距离为D ,运动员所跑时间为 T ,

速度为 v ( t) ;

　　假设 2　比赛时风力w 与速度 v 成正比,比例

系数为 1öΜ;
　　假设3　赛跑时,体内阻力和体外的空气阻力 r

与速度 v ( t) 成正比,比例系数为 1öΛ.

2. 2　模型建立

　　由积分学理论知,比赛距离为

D =∫
T

0
v ( t) d t. (1)

现在的问题是:当D 一定时,如何分配 v ( t) ,使 T 最

小; 或当T 一定时,如何分配v ( t) ,使D 最大. 这两个

问题是等价的. 为简单起见,本文只研究后者.

　　速度 v ( t) 受运动员的体力和赛跑时阻力的制

约,设运动员的冲力为 f ( t). 考虑到模型假设 2和假

设 3,由N ew ton 第二定律得m a + r + w = f ,即

dv
d t

+
v
Λ +

v
Μ= f ( t) ,

v (0) = 0.

(2)

其中: 1öΛ与 1öΜ分别为适当的阻力系数 (这里是对

单位质量而言,下同) , a 为加速度,m 为运动员的质

量.

　　因为冲力 f ( t) (由血液对肌肉的供氧、肌肉的

收缩及身体的上下运动等提供) 是由运动员自身控

制的, 所以问题可转化为寻找 f ( t) 的最优控制策

略,即当 T 一定时,D 达到最大. f ( t) 一般受两个因

素影响:一是运动员自身所能发挥的最大冲力 F ,有

f ( t) ≤ F ; (3)

二是单位时间内所需要的能量 (即体能的消耗速

度) f v ,其中 f 为运动员的冲力, v 为速度,该能量是

由身体提供的等价氧气决定的.

　　记 E ( t) 为身体肌肉内储存的氧气与等价的能

量, Φ为单位时间内提供的与氧气等价的能量. 由于

Φ与 f v 之差为 E ( t) 的变化率,则有

dE
d t

= Φ- f v ,

E (0) = E 0.

(4)

这里 E 0 为体内储存能量的初始值. 于是问题可归结

为: 假设已知 4个生理参数F , Λ, Φ, E 0和外界参数Μ,

求满足式 (2)～ (4) 的 v ( t) ,使得当 T 为定值时,由

式 (1) 确定的距离D 最大. 该问题有 3 个未知函数

v ( t) , E ( t) 和 f ( t) ,不能从两个微分方程中解得,所

以在模型求解过程中需要作一些假设.

3　最优距离与最优时间
　　根据赛跑的特点,可将上述问题的 3个阶段分

为4种情形. 在赛跑的初段以 f ( t) 作为控制量,选定

f ( t) ,求其他函数;在赛跑的终段以 E ( t) 为控制量;

在赛跑的中段可分为顺风与逆风两种情形. 下面分

别进行讨论.

3. 1　赛跑初段

　　赛跑初段是指时间 t阶段, 0 ≤ t ≤ T 1 (T 1 待

定). 欲使 v ( t) 迅速增加,此时应以最大冲力 F 加速

跑,即令 F = f ( t). 将其代入式 (2) ,得

dv
d t

+
v
Λ +

v
Μ= F ,

v (0) = 0.

(5)

这是一阶线性微分方程的Cauchy问题,其解为

v ( t) =
F ΛΜ

Λ + Μ(1 - e- ( 1
Λ+

1
Μ) t) , 0≤ t≤ T 1. (6)

将式 (6) 代入式 (4) ,得

dE
d t

= Φ-
F 2ΛΜ
Λ + Μ(1 - e- ( 1

Λ+ 1
Τ) t) ,

E (0) = E 0, E ( t) ≥ 0.

(7)

其解为

E ( t) = E 0 + (Φ-
F 2ΛΜ
Λ + Μ) t +

( F ΛΜ
Λ + Μ)

2

(1 - e- ( 1
Λ+

1
Μ) t). (8)

式中应有[Φ- F 2ΛΜö(Λ+ Μ) ]≤0,否则当 t→∞时,

E ( t) →∞. 而实际中运动员的能量是有限的, 显然

该结论错误. E ( t) 的能量变化如图 1 所示 , 图中的

T t为方程 E ( t) = 0 的解, 表示冲刺不得超过的时

间.

　　若T ≤T t,则运动员在赛跑全程均以最大冲力
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图 1　运动员能量变化

F 赛跑,它仍符合条件 E ( t) ≥ 0. 此时整个赛跑可看

作只有冲刺阶段,即令 T 1 = T , 则最优速度即为式

(6) 中的 v ( t) , 从而有

E ( t) = E 0 + Φt -
v 2 ( t)

2
-

( 1
Λ +

1
Μ)∫

t

0
v 2 ( t) d t. (9)

当 4个生理参数和风力给定后,可得冲刺距离

D t = F ( ΛΜ
Λ + Μ)

2

[e- ( 1
Λ+ 1

Μ) t +

T t ( 1
Λ +

1
Μ) - 1 ]. (10)

因此当赛程不超过D t (即短跑) 时,其最优策略是用

最大冲力跑, 最优速度即为式 (6) ; 当赛程超过D t

(即中长跑) 时,则 t > T t,但由于冲刺时间只能小于

T t,需要确定一个时刻 T 1,当 0 < t≤ T 1 < T t时,用

最大冲力跑.

3. 2　赛跑终段

　　赛跑终段是指时间 t阶段, T 2 ≤ t≤ T t (T 2 待

定). 该阶段运动员应将体内储存的能量全部耗尽,

以最大速度得到惯性冲刺,于是可令

E ( t) = 0, T 2 ≤ t≤ T t. (11)

将式 (2) 代入式 (4) ,得

dE
d t

= Φ- v (dv
d t

+
v
Λ +

v
Μ) ,

E (0) = E 0, E ( t) ≥ 0.

(12)

由式 (11) 可知 E′( t) = 0,故由式 (12) 可得Cauchy

初值问题

v (dv
d t

+
v
Λ +

v
Μ) = Φ,

v û t= T 2 = v (T 2).
(13)

其解为

v ( t) = { [Μ2 (T 2) - Φ(Λ + Μ) ]e
2 (T 2- t)

Λ+ Μ +

Φ(Λ + Μ) }
1
2 , T 2 ≤ t≤ T t. (14)

因此,只要求出 v (T 2) ,便可知终段的最优速度值.

3. 3　赛跑中段

　　赛跑中段是指满足 T 1≤ t≤ T 2的时间 t阶段.

由式 (1) , (6) 和 (14) 知,赛跑全程的距离为

D (v ( t) ) =

∫
T 1

0
F (Λ + Μ) (1 - e-

t
Λ+ Μ) d t +

∫
T 2

T 1

v ( t) d t +∫
T 1

T 2
{ [Μ2 (T 2) -

Φ1 (u + Μ) ]e
2 (T 2- t)

Λ+ Μ + Φ(Λ + Μ) }
1
2 d t. (15)

这里 v ( t) 应满足 E (T 2) = 0. 由式 (12) 解出

E ( t) =

E 0 + Φt -
v 2 ( t)

2
- ( 1

Λ +
1
Μ)∫

t

0
v 2 ( t) d t. (16)

令 t = T 2, 在时间区间 0≤ t≤ T 1内将式 (6) 代入

式 (16) ,可得

E (T 2) =

E 0 + ΦT 2 -
v 2 (T 2)

2
- ( 1

Λ +
1
Μ) t∫

t

0

F 2ΛΜ
Λ + Μ(1 -

e- ( 1
Λ+ 1

Μ) t)
2
d t - ( 1

Λ +
1
Μ)

- 1

∫
T 2

T 1

v 2 ( t) d t. (17)

因此转化为求条件极值问题,即在条件 (17) 下求速

度 v ( t) ,使泛函 (15) 达到极值. 现用L agrange 乘子

法求解:作L agrange泛函

L [v ( t) ] = D (v ( t) ) +
Κ
2

E (T 2). (18)

为计算方便, 将式 (18) 右端与 v ( t) 的无关项略去,

得

L [v ( t) ] =

∫
T 2

T 1
[v ( t) -

Κ
2 ( 1

Λ +
1
Μ) v 2 ( t) ]d t +

∫
T t

T 2
[ (v 2 (T 2) - Φ( 1

Λ +
1
Μ)

- 1

) e2 ( 1
Λ+ 1

Μ) (T 2- t) +

Φ( 1
Λ +

1
Μ)

- 1

]
1
2 d t -

Κ
4

v 2 (T 2). (19)

式 (19) 右端第1个积分项依赖于v ( t) ,满足Eu ler方

程 (即泛函极值的必要条件) ; 第 2, 3 项只依赖于

v (T 2) ,用普通的微分求极值方法可求得

d
dv [v ( t) -

Κ
2 ( 1

Λ +
1
Μ) v 2 ( t) ] = 0, (20)

其解为

v ( ( 1
Λ +

1
Μ)

- 1

) =
1
Κ ( 1

Λ +
1
Μ)

- 1
,

T 1 ≤ t≤ T 2. (21)

并有

d
dv (T 2) (∫

T t

T 2
[ (v 2 (T 2) - Φ( 1

Λ +

1
Μ)

- 1

)
- 1

e2 ( 1
Λ+ 1

Μ) (T 2- t) +
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　　　　　Φ( 1
Λ +

1
Μ)

- 1

]
1
2 d t -

Κ
4

v 2 (T 2) ) = 0,

(22)

其解为

2∫
T t

T 2

[ (v 2 (T 2) - Φ( 1
Λ +

1
Μ)

- 1
) e2 ( 1

Λ+ 1
Μ) (T 2- t) +

Φ( 1
Λ +

1
Μ)

- 1
]

1
2 e2 ( 1

Λ+ 1
Μ) (T 2- t) d t = Κ. (23)

　　式 (21) 表明,在中段 T 1≤ t≤ T 2,最优速度是

与体内外阻力参数 Λ,风力参数Μ有关的常数. 一般

风力不是常数,在顺风时风力参数为负数,而最优速

度为常数,所以可减少用力;在逆风时风力参数为正

数,应相应加大用力.

3. 4　参数值 T1, T2 和 Κ的确定
　　由于 v ( t) 在 t = T 1 处是连续的, 由式 (6) 和

(21) 可得

Κ=
1

v (T 1) ( 1
Λ +

1
Μ)

- 1
=

( 1
Λ +

1
Μ)

- 1

F ( ( 1
Λ +

1
Μ)

- 1

) (1 - e- ( 1
Λ+ 1

Μ) T 1) )
=

1
F (1 - e- Β) , Β = ( 1

Λ +
1
Μ) T 1. (24)

将 v (T 2) = (Λ + Μ) öΚ代入式 (23) ,得
Κ=

[ ( ( 1
Λ +

1
Μ)

- 2
Κ- 2 - Φ( 1

Λ +
1
Μ)

- 1

) e2 ( 1
Λ+ 1

Μ) (T 2- t) +

Φ →

←

Φ( 1
Λ +

1
Μ)

- 1

]
1
2 - ( 1

Λ +
1
Μ)

- 1 1
Κ2

1
Κ2 ( 1

Λ +
1
Μ)

- 1 ; (25)

再将 v ( t) = (Λ+ Μ) öΚ代入式 (17) ,得

E 0 + ΦT 2 -
1

2Κ2 ( 1
Λ +

1
Μ)

- 2
-

1
Κ2 ( 1

Λ +
1
Μ)

- 1
×

(T 2 - T 1) - F 2 ( 1
Λ +

1
Μ)

- 1

[T 1 -

3
2 ( 1

Λ +
1
Μ)

- 1
+ ( 1

Λ +
1
Μ)

- 1

(2e- ( 1
Λ+ 1

Μ) T 1 -

1
2

e- 2 ( 1
Λ+ 1

Μ) T 1) ] = 0. (26)

由式 (24)～ (26) 即可求得参数 T 1, T 2 和 Κ.
　　最优速度 v ( t) 如图 2所示. 但当 T 2 ≤ t≤ T t

时,速度下降, 这与实际相矛盾. 对此可通过汽车运

动过程来说明.

　　汽车比赛的最终阶段是燃料用完后依靠惯性

冲刺, 赛跑的最优策略也应将人体储存的能量全部

用完,这时将出现一较短速度下降的末段. 仅从赛跑

所用的时间看, 这是最优的. 但在实际比赛中, 要击

败对手获得好名次,还需要其他策略,但这不是该模

型所讨论的问题.

图 2　最优速度曲线

4　仿真实例
　　为了确定在建模过程中的 4个生理参数 F , Λ,

Φ, E 0 和风力参数Μ,通过烟台师范学院 50～ 200 m

男子纪录拟合由式 (1) 和 (6) 得出的理论成绩,利用

最小二乘法得到 F 和 Λ + Μ的估计值; 再通过 9个

400～ 10 000 m 中长跑纪录拟合由式 (1) , (6) ,

(14) , (21) 和 (24)～ (26) 得出的理论成绩,利用最

小二乘法得到E 0和Φ的估计值 (设质量M = 1 kg) :

F = 1. 12 (kgõm ) ös2, Φ= 0. 802 (kgõm ) ös, E 0 =

2 021 (kgõm 2) ös2, Λ + Μ= 38 (kg õm 2) ös3.

　　根据以上述数值,由式 (8) 和 (10) 计算出D t =

226 m. 由此分析得出, 可将距离不超过 226 m 的 7

个赛程 (50～ 200 m ) 列为大学生男子短跑,即最优

速度只有一个阶段. 这样,当赛程不超过 226 m 时,

大学生男子运动员应一直以最大冲力跑; 当赛程超

过 226 m 时,应以最大冲力跑1～ 2 s,再以匀速跑绝

大部分赛程,最后的 1～ 2 s减速,将体内储存的能

量用完.

　　男子赛跑成绩与理论成绩比较结果如表 1 所

示. 由表 1可以看出,理论成绩与实际比赛成绩的相

对误差很小, 说明本文模型是适用、合理的, 可以此

指导运动员的训练和比赛.

　　注 1　所给模型把运动学与生理学结合起来,

用最优控制的方法解决体育运动问题, 具有明显的

示范作用. 当然, 该模型还有需要改进之处, 如应考

虑不同赛程使用不同的生理参数; 运动员身体上下

运动及赛跑时所产生的废料积累与排放等因素; 风

力与速度的平方成正比等.

5　结　　论
　　本文首先运用牛顿第二定律,通过对人体 4个

生理参数和风力w 的分析,建立了最优速度的赛跑

模型和能量消耗模型; 然后利用微分方程的解

曲线及最优控制方法,结合普通极值与泛函极值的
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L agrange乘子法,给出 T 一定时的D MAX 及D 一定
表 1　男子赛跑纪录与理论成绩比较

赛 程

D öm

学院纪

录 T 3 ös

理论成

绩 T ös

相对误

差 ∆ö◊
T 1ös T 3 - T 2ös

50 6. 5 6. 47 - 0. 5

60 7. 6 7. 50 - 0. 13

80 9. 4 9. 59 2. 02

100 11. 6 11. 68 0. 7

150 17. 1 17. 19 0. 52

200 24. 3 24. 01 - 0. 12

400 55. 2 53. 90 - 2. 4 1. 68 0. 84

800 2: 07 2: 05. 15 - 1. 46 1. 09 1. 10

1 200 3: 09 3: 16. 1 - 1. 53 0. 99 1. 21

1 500 4: 12 4: 18. 1 1. 01 0. 89 1. 33

2 000 6: 01 6: 05. 9 1. 3 0. 85 1. 45

3 000 9: 50 9: 55. 7 0. 96 0. 81 1. 62

4 000 13: 21 13: 10. 5 - 1. 3 0. 78 1. 82

5 000 17: 00 16: 48. 1 - 4. 3 0. 79 1. 84

10 000 38: 20 37: 52. 5 - 1. 2 0. 76 2. 18

时的 T M IN ; 最后对模型进行检验, 找出了理论成绩

与实际比赛成绩的相对误差,从而为提高赛跑成绩

提供了科学的训练依据.
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7　结　　语
　　本文利用ADRC 控制技术对大射电望远镜上

馈源舱位姿控制问题进行了仿真研究,结果表明在

外干扰及模型本身不确定的情况下,利用同一套参

数, ADRC 控制技术可以实现理想跟踪目标和实际

位姿的误差满足所要求的精度,且响应快、无超调.

参考文献 (R eferences) :

[ 1 ] 苏玉鑫,段宝岩,彭勃,等. 大射电望远镜馈源轨迹跟踪

的模糊预测控制[J ]. 控制与决策, 2002, 17 (1) : 86288

(Su Yu2xin, D uan Bao2yan, Peng Bo, et a l. A dap tive

fuzzy p redict ive track ing of the feed fo r large radio tele2
scope[J ]. Control and D ecision, 2002, 17 (1) : 86288. )

[ 2 ] Charles C N guyen, Sam i S A ntrazi, Zhou Zhen2lei.

A dap tive con tro l of a stew art p la tfo r2based m anipu la2
to r [J ]. J of R obotic S y stem s, 1993, 10 (5) : 6572687.

下　　期　　要　　目

有关行为主义人工智能研究综述 徐心和, 等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Λ分析的线性矩阵不等式方法及其应用 富　饶, 等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

异步电机鲁棒控制器及其Back stepp ing 设计 张春明,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一类自适应免疫进化算法 左兴权,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

非线性系统的直接自适应输出反馈监督模糊控制 佟绍成,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

整体解决方案下的集成平台技术研究 李建强,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

正交M u lt i2A gen t 遗传算法及其性能分析 薛明志,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

基于扰动动态补偿的离散滑模变结构控制 瞿少成,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一个可以准确反映W eb 浏览兴趣的度量值 邢东山,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

302第 2 期 高存臣等:赛跑的最优速度设计及其应用


