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移动机器人最优路径的表示、对称性及算法

郭　戈
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摘　要: 针对由两个轮子独立驱动的移动机器人, 从最优速度模式的角度寻求最优路径, 利用极大值原理和

H am ilton算子得出一种结构简单的最优路径表示形式,并解决了其跟踪控制问题. 通过对不同转弯模式下的最优路

径进行分析和比较,给出了基于路径长度和转动角度准则的最优路径实现算法,并提出了最优路径的对称性及其跟

踪控制算法. 该方法大大降低了设计和计算的复杂性,简单实用.
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Abstract: A simp le structu ral rep resen tat ion of op tim al path fo r mobile robo ts w ith tw o independen tly driven w heels

is p resen ted. A n op tim al path realizat ion algo rithm is derived acco rding to a criterion based on length2of2path and

scan2angle of robo t. M eanw h ile the symm etry characterist ics of the op tim al path are analyzed in detail. A lso a robo t

tra jecto ry track ing con tro l a lgo rithm is ob tained by the sam e op tim ization p rocess. T he algo rithm s are very usefu l to

reduce the comp lex ity largely bo th in design and computation.
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1　引　　言
　　移动机器人路径规划领域的研究大都集中在带

有方向操纵的移动机器人路径选择与控制方面,并

已取得了许多成果[1～ 3 ]. 特别是在多机器人协作领

域,差分驱动移动机器人更灵活、快速和便于控制,

因而具有良好的应用前景. 差分驱动移动机器人路

径规划问题由D ub in s[4 ]和 R eeds[5 ]等人最早提出;

R eister [6 ]用数学方法研究了加速度有界条件下的最

优路径, 其计算过程非常复杂, 不便于实现; Balk2
com [7 ]采用几何学原理讨论了速度有界、加速度和

转矩无界时的最优路径,该方法较为直观,但没有讨

论路径的实现,且只有部分结论在特定条件下成立.

　　本文针对差分驱动移动机器人,利用极大值原

理和H am ilton 算子,得到路径最短意义下的最优路

径 ,并据此建立了一种几何学最优路径结构. 以此

为基础,通过分析和比较不同转弯模式下的最优路

径,给出了基于路径长度和转动角度准则的最优路

径表示形式及实现算法,并探讨了最优路径的对称

性和跟踪控制算法.
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2　问题描述
　　本文研究的机器人有两个不带方向操纵机构

且独立控制的同轴车轮, 两轮的速度独立且有不同

的边界. 记机器人中心状态为 s = (x , y , Η) ,其中: x

和 y 分别为横、纵坐标, Η为机器人运动方向与横坐
标轴的夹角. 假设机器人工作环境为光滑水平环境,

设机器人起始状态为 s0 = (0, 0, 0) , 两个轮的半径

为 r,轮间距为 2c,左右轮角速度分别为w l和w r,中

心线速度和角速度分别为 v 和w , 则机器人运动方

程如下:

x ( t) =∫
t

0
vco s ΗdΣ, y ( t) =∫

t

0
v sin ΗdΣ,

Η( t) =∫
t

0
w dΣ. (1)

其中

w =
r

2c
(w r - w l) , v =

r
2

(w r + w l). (2)

　　实质上,最优路径问题是寻求满足路径最短条

件的机器人左右轮速度模式及其跟踪控制算法. 因

此,本文直接从最优速度模式的角度出发来解决最

优路径问题.

3　最优路径
3. 1　最优路径准则

　　首先将机器人运动方程改写为

sα=

xα

yα

Η
õ

=

r (w r + w l) co s Ηö2

r (w r + w l) sin Ηö2

r (w r - w l) ö2c

, (3)

同时,定义H am ilton 算子

H (Λ, s) =〈Λ, sα〉, (4)

其中毗连向量

Λ= [Λ1 ( t) , Λ2 ( t) , Λ3 ( t) ]T , Λ∈R 3. (5)

　　根据极大值原理, 如果机器人速度模式为最

优,则它必然在任意时间 t都能使上述H am ilton 算

子最小,即有最小化方程

H (Λ, s) = m in
w∈[w m in ,w m ax ]

H (Λ, s) = Κ0 ≥ 0,

w = [w l,w r ]T , (6)

以及

Λ
õ

= - 5H ö5s. (7)

由此条件可得

Λ
õ

= -
5
5s
〈Λ,w lΧl + w rΧr〉=

r
2

(w r + w l) [ 0　0　Λ1 sin Η- Λ2co s Η]T. (8)

其中 Χl 和 Χr 分别为对应于左右轮的向量场,即

　　　　Χl =
r
2

[co s Η, sin Η, - 1öc ]T , (9)

　　　　Χr =
r
2

[co s Η, sin Η, 1öc ]T. (10)

　　根据上述毗连方程,通过积分可得

Λ1 ( t) = c1, Λ2 ( t) = c2,

Λ3 ( t) = c1y - c2x + c3, (11)

其中 c1, c2 和 c3 均为常数. 若令

∆(x , y ) = c1y - c2x + c3, (12)

则

Λ= [c1　c2　∆(x , y ) ]T. (13)

　　另外,前面的最小化方程可写为

w lΚl + w rΚr = m in. (14)

其中

Κr =〈Λ, Χr〉=

[c1　c2　∆(x , y ) ]T õ r
2

[co sΗ, sinΗ, 1öc ]T =

r
2c

∆(x - c sin Η, y + cco s Η) ,

Κl =〈Λ, Χl〉=

[c1, c2, ∆(x , y ) ]T r
2

[co s Η, sin Η, - 1öc ]T =

-
r

2c
∆(x + c sin Η, y - cco sΗ). (16)

注意到机器人左右轮的坐标可以写为

x l = x - csin Η,

y l = y + cco s Η;
(17)

x r = x + csin Η,

y r = y - cco s Η.
(18)

所以有如下关系:

Κl = -
r

2c
∆(x r, y r) , Κr =

r
2c

∆(x l, y l). (19)

　　由于方程∆(x , y ) = 0代表一条直线,函数∆(x ,

y ) 表示机器人与该直线间的距离, ∆(x , y ) > 0 和

∆(x , y ) < 0 分别表示机器人位于坐标平面中该直

线的上侧和下侧. 所以 H am ilton 算子最小化准则

w lΚl + w rΚr = m in 实际上是选择左右轮的速度,保

证机器人运动路径与某直线的距离最近. 该直线即

为文献[ 7 ] 中已经提到但未确定其具体位置和方程

的 Γ2直线. 本文称机器人中心点对应的 Γ2直线为基
本 Γ2直线,左右轮也有各自的 Γ2直线,它们分别位

于基本 Γ2直线的两侧且与之平行.

　　按照上述准则,为了以最快的速度和最短的路

径完成所要求的运动, 机器人必须绕其中心旋转到

基本 Γ2直线方向, 然后沿该直线运动, 到达目标位

置后再旋转到与目标方向一致. 为了保证时间最优
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性,可让机器人以最大速度运动 (包括转弯和后退) ,

且中心点的线速度保持不变.

3. 2　最优路径的表示及其对称性

　　综上所述, 本文的最优路径由直线和弧线构

成. 假设机器人起始点为坐标原点,起始运动方向为

x 轴方向,目标点位置为O′(x t, y t) ,方向角为Η(如图

1所示). 用P (Α, l, Β) 作为机器人的路径结构参数向

量,其中 Α和 Β分别表示两次旋转的角度,规定逆时

针方向为正方向; l表示直线路径, 规定前进方向为

正方向. 下面分析最优路径的具体分布特点.

图 1　机器人最优路径原理

　　图 2为路径参数分布。根据目标位置与起始位

置相对关系的不同,路径结构可分为如下几种情况,

图 2　路径参数分布

　　1) x t > 0, y t > 0情况

　　此时路径可表示为 P (+ Α, + l, Β) ,即首先绕

中心点逆时针方向旋转一个角度Α(Α> 0) ;然后直线

前进 l ( l > 0 m ) ; 最后通过转动角度 Β达到目标方
向. Β角的大小和方向要根据目标方向而定,如果目

标方向指向Γ2直线上侧,则Β< 0;若指向 Γ2直线的
下侧,则Β> 0. 如果目标方向指向原点,则Β= Π(或

- Π) ; 如果目标方向远离原点,则 Β = 0.

　　2) x t < 0, y t > 0情况

　　此时路径可表示为 P (- Α, - l, Β) ,即首先绕

中心点顺时针方向旋转一个角度Α; 然后直线后退

l m ;最后通过转动角度Β达到目标方向. Β角的大小
和方向要根据目标方向而定, 如果目标方向指向Γ2
直线的上侧,则 Β> 0;反之 Β< 0. 如果目标方向指

向原点, Β = 0; 如果目标方向远离原点, Β = Π(或

- Π).

　　3) x t > 0, y t < 0情况

　　此时路径可表示为P (- Α, + l, Β) , Β的确定与
1) 相同.

　　4) x t < 0, y t < 0情况

　　此时路径可表示为P (+ Α, - l, Β) , Β的确定与
2) 相同.

　　由图 2可见,不同的机器人目标状态所对应的

最优路径都具有对称性, 且各路径参数具有独立的

对称性. 具体来说, 参数 Α的分布关于原点对称, 又

分别关于 x 轴和 y 轴逆对称 (即具有不同的方向) ,

称这种对称性为Α对称性 (见图3 (a) ). 参数 l的分布

关于 x 轴对称,又分别关于 y 轴和原点逆对称,称之

为 l对称性 (见图 3 (b) ). 同样,参数 Β的分布关于 y

轴对称,又分别关于 x 轴和原点逆对称. 另外, 参数

Β还具有关于 Γ2直线逆对称. 称参数 Β具有的对称
性为Β对称性 (见图 3 (c) ). 总体而言,本文的最优路

径表现出 8 种不同的对称性, 如图 3 (d) 所示. 需要

指出的是,图3是以Α= ±Πö4为例讨论的,当Α为其
他值时,路径的分布情况是类似的.

(a)　Α对称性　　　　 (b)　l对称性

(c)　Β对称性　　　 (d)　最优路径的对称性

图 3　最优路径的对称性

　　根据上述对路径结构和对称性的分析,本文的

最优路径共有 8种不同表现形式. 但值得强调的是,

路径的表示是统一的,且对任何目标状态,不需要对

路径形式做任何判断, 只需一次计算就可以确定出

具体的路径 (见 3. 3节). 另外,只要知道某一目标状

态对应的最优路径, 就可以推出其他 7 种与之具有

某种对称性的目标状态所对应的最优路径.

　　文献[ 7 ] 提出的机器人时间最优路径形式与本

文的路径结构非常接近, 但其中给出的路径共分为

9 大类, 总数多达 40 种. 对于每一种初始和目标状

态,系统都必须建立多种结构不同的路径. 只有通过

大量的分析和计算才能够确定最优路径,难于实现.
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而本文的路径只有一种统一形式, 不管机器人的起

始条件和目标条件如何, 都采用同样的形式描述和

计算路径参数. 尤其需要指出的是,本文的路径及其

实现算法非常简单,计算量小,且只要完成路径的计

算即完成了路径规划. 所以,本文的路径及其实现算

法比其他类似的方法具有明显的优越性.

3. 3　最优路径及其跟踪控制算法

　　根据上述分析,可得到如下最优路径算法:

P rocedu re Op tiPa th (P (Α, l, Β) )

　　R ead target po sit ion and direct ion (x t, y t, Η)

　　Α= arctan (y töx t)

　　 If x t > 0, l = x 2
t + y 2

t

　　E lse l = - x 2
t + y 2

t

　　 If Α< Η≤ Π+ Α, Β = Η- Α
　　 If Η≤ Α, Β = - (Α- Η)

　　 If Π+ Α< Η≤ 2Π, Β = - (2Π+ Α- Η)

　　R etu rn (Α, l, Β)

End Op tiPa th

　　关于最优路径的跟踪控制问题 (亦即机器人运

行轨道实现问题) , 考虑到路径的时间最优性, 本文

规定机器人以最大角速度w m ax 完成转弯和直线运

动,同时满足最小化准则w lΚl + w rΚr = m in. 于是,

有如下最优路径跟踪控制算法:

P rocedu re Op tiD rive (w (w l,w r) )

　　Β2T u rn:

　　　Β ΒΑΑ, Go to Α2T u rn:

　　End Β2T u rn:

　　Α2T u rn:

　　　　 If Α< 0,w l = w m ax ,w r = - w m ax

　　　　 If Α> 0,w l = - w m ax,w r = w m ax

　　　　 If Α= 0 Go to l2Stra igh t line

　　End Α2T u rn

　　l2Stra igh tline:

　　　　 If l > 0,w l = w r = w m ax

　　　　 If l < 0,w l = w r = - w m ax

　　　　 If l = 0,w l = w r = 0

　　End l2Stra igh t line

　　R etu rn (w l,w r)

End Op tiD rive

　　图 4给出了仿真实验的部分结果. 仿真中,机器

人在多种不同环境下都可以准确计算并实现不同起

始条件和目标条件下的最优路径. 值得指出的一个

特殊现象是,由于虚拟传感器之间的串扰作用,机器

人在最优路径的实现过程中出现过一次局部转圈现

象,见图 4 (c) , 但很快又回到最优路径并顺利完成

任务.

图 4　最优路径仿真实验结果

4　结　　论
　　本文利用极大值原理和H am ilton 算子得到了

差动机器人的最优路径结构,以此为基础给出了路

径长度和转动角度意义下的最优路径实现算法. 对

最优路径的对称性问题进行了探讨,同时提出一种

最优路径跟踪控制算法. 该方法解决了差动机器人

路径规划中最优路径及轨迹跟踪控制问题,具有较

高的理论意义和实用价值. 值得指出的是,本文的最

优路径和文献[ 7 ]中的路径类似,实际上都只是极短

路径,虽然非常简单直观,但不是严格意义上的最优

路径,因此还有待进一步研究.
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