
第 19卷 第 2期
V o l. 19 N o. 2

　控　制　与　决　策
　Con trol and D ecision　

2004年 2月
　 Feb. 2004

　　文章编号: 100120920 (2004) 0220230205

非线性时滞系统次优控制的逐次逼近法
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(中国海洋大学 计算机系, 山东 青岛 266071)

摘　要: 对状态变量含有时滞的非线性系统的次优控制问题进行了研究,提出了一种次优控制的逐次逼近设计方

法. 针对由最优控制理论导出的既含有时滞项又含有超前项的非线性两点边值问题,构造了其解序列一致收敛于原

问题最优解的非齐次线性两点边值问题序列. 从而将两点边值问题解序列的有限次迭代结果作为系统的次优控制

律. 仿真结果表明了所提出方法的有效性.
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Abstract: T he subop tim al con tro l fo r non linear system s w ith tim e2delay in sta te variab les is considered, and a

successive app rox im ation app roach is p ropo sed. Fo r the non linear tw o2po in t boundary value p rob lem w ith bo th

tim e2delay term s and tim e2advanced term s driven by the op tim al con tro l theo ry, a sequence of nonhomogeneous

linear tw o2po in t boundary value p rob lem s are constructed, the so lu tion sequence of w h ich un ifo rm ly converges to the

op tim al so lu tion of the o riginal p rob lem. Som e fin ite itera t ive resu lt of the tw o2po in t boundary value p rob lem

sequence is taken as a subop tim al con tro l law of the system. T he sim ulation resu lts show the effectiveness of the

p resen ted algo rithm.
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1　引　　言
　　最优控制理论是现代控制理论的重要组成部

分. 目前,线性定常系统最优控制的综合理论和方法

已非常成熟,因此,对大量存在于实际系统中的非线

性时滞系统的分析与综合一直是研究的热点[1～ 3 ].

非线性时滞系统的二次型性能指标的最优控制问

题,往往导致求解一个既含有时滞项又含有超前项

的非线性两点边值问题. 对该问题无论是求其精度

解还是数值解都非常困难. 几十年来,在所取得的研

究成果中大多是一些特殊情况下的特定结果[4～ 6 ],

或只给出了一些描述性的结果[7～ 9 ]. 因此,非线性时

滞系统的优化问题仍需要进行深入研究.

　　本文的目的是针对状态变量含有时滞的非线性

系统次优控制问题,提出一种次优控制律的逐次逼

近设计方法. 首先根据状态变量含有时滞的非线性

系统的模型构造一个含已知非线性和时滞激励的线
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性迭代系统,并证明该迭代系统的解序列一致收敛

于原非线性时滞系统的解. 再利用常微分方程的逐

次逼近法,将迭代系统的最优控制问题化为非齐次

线性两点边值问题族. 当第N 次迭代误差小于预先

给定的误差界限 Ε时,利用最优控制的第N 次逼近

得到的结果作为系统的次优控制律. 仿真实例表明,

该方法对非线性时滞系统次优控制器的设计是有效

的.

2　问题的描述
　　考虑用下列泛函微分方程描述的非线性时滞

定常控制系统:

xα( t) = A x ( t) + A 1x ( t - Σ) +

　　　B u ( t) + f (x ) , t > 0;

x ( t) = Υ( t) , - Σ≤ t≤ 0.

(1)

其中: x ∈R n , u ∈R r和 f ∈U < R n 分别为系统的

状态向量、控制向量和非线性函数向量; Υ( t) ∈ R n

为连续的初始函数向量; A ,A 1和B 为适当维数的矩

阵; Σ> 0为时滞项. 假设 f 满足条件

‖f (x )‖≤ Α‖x‖, Π x ∈U ;

‖f (v ) - f (w )‖≤ Β‖v - w ‖,

Π v ,w ∈U.

(2)

其中Α和Β为正常数,并假设{A + A 1,B }是完全能

控的.

　　问题是要寻找 u3 ( t) , t > 0,使得该系统的性能

指标

J =
1
2 [x T ( tf )Q f x ( tf ) +

∫
tf

0
[x T ( t)Q x ( t) + uT ( t)R u ( t) ]d t ] (3)

取得极小值. 其中: tf 为终态时间;矩阵Q ,Q f 和R 满

足通常的状态调节器条件.

　　由系统最优化的充要条件可知,求解最优控制

问题 (1) 和 (3) ,导致求解下列两点边值问题:

xα( t) = A x ( t) + A 1x ( t - Σ) + f (x ( t) ) -

　　　B R - 1B T Κ( t) , 0 < t≤ tf ;

- Κ
õ

( t) =

Q x ( t) + A T Κ( t) + f x Κ( t) +

A T
1 Κ( t + Σ) , 0≤ t≤ tf - Σ;

Q x ( t) + A T Κ( t) + f x Κ( t) ,

tf - Σ≤ t≤ tf.

(4)

其边界条件为

Κ( tf ) = Q f x ( tf ) ,

x ( t) = Υ( t) , - Σ≤ t≤ 0.
(5)

　　最优控制律由

u ( t) = - R - 1B T Κ( t) (6)

确定. 方程 (4) 和 (5) 构成了一个含有时滞项、超

前项、非线性项及非线性项的导数项的两点边值问

题. 通常求该问题的精确解是非常困难的[5 ].

3　预备引理
　　考虑自治非线性时滞系统

xα( t) = A Αx ( t) + A Βx ( t - Σ) +

　　　f (x ) , 0 < t≤ tf ;

x ( t) = Υ( t) , - Σ≤ t≤ 0.

(7)

其中: x , f 和Υ由式 (1) 定义; A Α和A Β为适当维数的

矩阵. 定义向量函数序列{x k ( t) }为

x 0 ( t) = 5 ( t) Υ(0) , 0 < t≤ tf ;

x k ( t) =

5 ( t) Υ(0) +∫
t

0
5 ( t - r) [A Βx k- 1 (r -

Σ) + f (x k- 1 (r) ) ]d r, 0 < t≤ tf ;

Υ( t) , - Σ≤ t≤ 0.

(8)

其中: 5 ( t) 为对应于 A Α的状态转移矩阵, k = 1,

2⋯.

　　在研究非线性时滞系统的次优控制方法时,要

用到以下引理:

　　引理 1　由式 (8) 描述的向量函数序列{x k ( t) }

一致收敛于系统 (7) 的解.

　　证明　将{x k ( t) } 作为 CN [ - Σ, tf ] 的一个序

列,由式 (8) 得

x 1 ( t) - x 0 ( t) =

∫
t

0
5 ( t - r) [A Βx 0 (r - Σ) + f (x 0 (r) ) ]d r,

　　　　　　　0 < t≤ tf. (9)

令M = sup
t, r∈[0, tf )
‖5 ( t - r)‖及L = sup

t∈[ - Σ, 0)
‖Υ( t)‖,

Χ= ‖A Β‖. 注意到‖5 (0)‖ = 1,所以M ≥ 1. 由

式 (9) 得

‖x 1 ( t) - x 0 ( t)‖≤

M∫
t

0
‖Χx 0 (r - Σ) + Αx 0 (r)‖d r≤

M∫
t

0
Χ‖Υ(r - Σ)‖d r + M∫

t

Σ
Χ‖5 (r -

Σ) Υ(0)‖d r + M∫
t

0
Α‖5 (r) Υ(0)‖d r≤

M [Χ(L Σ+ M L ( t - Σ) ) + ΑM L t ] ≤

M 2 (Α+ Χ)L t, 0≤ t≤ tf. (10)

又由式 (8) 得

‖x 2 ( t) - x 1 ( t)‖≤

ΧM∫
t

0
‖x 1 (r - Σ) - x 0 (r - Σ)‖d r +
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　　　ΒM∫
t

0
‖x 1 (r) - x 0 (r)‖d r≤

　　　 1
2. (Α+ Χ) (Χ+ Β)LM 3 t2, 0≤ t≤ tf. (11)

同理可得

‖x k ( t) - x k- 1 ( t)‖≤

(Α+ Χ) (Χ+ Β) k - 1LM k+ 1 tk

k . ,

0≤ t≤ tf , k = 1, 2,⋯. (12)

　　由三角不等式知,对任意的 j ,有

‖x k+ j ( t) - x k ( t)‖≤

∑
k+ j

i= k+ 1

(Α+ Χ) (Χ+ Β) i- 1LM i+ 1 ti

i. ≤

(Α+ Χ) (Χ+ Β) kLM k+ 2 tk+ 1

(k + 1) . exp [ (Χ+ Β)M t ],

0≤ t≤ tf , k = 0, 1, 2,⋯. (13)

所以{x k ( t) }是CN [ 0, tf ] 中的Cauchy 序列,即该序

列是一致收敛的. 因为 j 是任意的,所以这个序列的

极限为系统 (7) 的解. □

4　主要结果
　　构造下列两点边值问题族

Κ0 ( t) = f (x 0 ( t) ) = x 0 ( t) = 0;

xαk ( t) = A x k ( t) + A 1x k- 1 ( t - Σ) +

　　　f (x k- 1 ( t) ) + B u k ( t) , 0 < t≤ tf ;

- Κ
õ

k ( t) =

Q x k ( t) + A T Κk ( t) + (f x ) k- 1Κk ( t) +

A T
1 Κk- 1 ( t + Σ) , 0≤ t≤ tf - Σ;

Q x k ( t) + A T Κk ( t) + (f x ) k- 1Κk ( t) ,

tf - Σ≤ t≤ tf ;

k = 1, 2,⋯.

(14)

其边界条件为

Κk ( tf ) = Q f x ( tf ) ,

x k ( t) = Υ( t) ,

- Σ≤ t≤ 0, k = 1, 2,⋯.

(15)

并构造相应的控制序列

u k ( t) = - R - 1B T Κk ( t) ,　k = 1, 2,⋯. (16)

　　设对第 k 次优化问题,最优状态轨线为 x k ( t) ,

最优控制为 u k ( t). 给出下列定理:

　　定理 1　满足两点边值问题族 (14) 和 (15) 的

最优序列{x k ( t) } 和{u k ( t) } 分别一致收敛于由式

(1) 和 (3) 给出的优化问题的最优状态轨线 x 3 ( t)

和最优控制律 u3 ( t).

　　证明　设

Κk ( t) = P ( t) x k ( t) + g k ( t) ,

t≥ 0, k = 1, 2,⋯. (17)

其中: P ( t) 为待定的n×n正定矩阵, g k ( t) 为n维共

态向量. 对式 (17) 两边求导数, 并将式 (14) 的第 2

式代入可得

Κ
õ

k ( t) =

[Pα( t) + P ( t)A - P ( t)S P ( t) ]x k ( t) -

P ( t)S g k ( t) + P ( t) (A 1x k- 1 ( t - Σ) +

f (x k- 1 ( t) ) + gαk ( t) , (18)

其中 S = B R - 1B T. 将式 (18) 与 (14) 的第 3式相比

较,并注意到式 (15) 和 (17) ,得到R icca ti矩阵微分

方程

- Pα( t) = P ( t)A + A T P ( t) -

　　　　P ( t)B R - 1B TP ( t) + Q ,

P ( tf ) = Q f ,

(19)

及共态方程

gαk ( t) =

- [ (A - S P ( t) ) ]T g k ( t) -

P ( t) [A 1x k- 1 ( t - Σ) +

f (x k- 1 ( t) ) ] - (f x ) k- 1Κk- 1 ( t) -

A 1Κk- 1 ( t + Σ) , 0≤ t≤ tf - Σ;

- [ (A - S P ( t) ) ]T g k ( t) -

P ( t) [A 1x k- 1 ( t - Σ) +

f (x
( t)
k- 1) ] - (f x ) k- 1Κk- 1,

tf - Σ< t≤ tf ;

g k ( tf ) = 0, k = 1, 2, 3,⋯.

(20)

　　由式 (19) 可求出唯一的正定矩阵P ( t). 注意到

在式 (20) 中, P ( t) , f (x k- 1 ( t) ) , (f x ) k- 1, x k- 1 ( t - Σ)

和 Κk- 1 ( t + Σ) 为已知函数,所以方程 (20) 是一个非

齐次线性向量微分方程. 通过反向积分可解出

g k ( t). 将式 (17) 代入式 (16) 得到第 k 次逼近的最优

控制

u k ( t) = - R - 1B T [P ( t) x k ( t) + g k ( t) ]. (21)

将式 (17) 代入式 (14) 的第 2式并注意到式 (15) ,可

得第 k 次逼近的最优闭环系统

xαk ( t) = [A - S P ( t) ]x k ( t) - S g k ( t) +

　　　A 1x k- 1 ( t - Σ) + f (x k- 1 ( t) ) ,

0 < t < tf ;

x k ( t) = Υ( t) , - Σ≤ t≤ 0.

(22)

　　由引理 1可知,式 (20) 和 (22) 的解序列{g k ( t) }

和{x k ( t) } 是一致收敛的, 而式 (21) 的解序列

{u k ( t) }是与{x k ( t) } 和{g k ( t) } 相关的,所以也是一

致收敛的. 记 g ( t) 和 u 3 ( t) 分别是序列{g k ( t) } 和

{u k ( t) }的极限,所以序列{x k ( t) } 的极限 x ( t) 是最
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优控制问题 (1) 和 (3) 的最优状态轨线. 由此得到最

优控制律为

u 3 ( t) = - R - 1B T [P ( t) x ( t) + g ( t) ]. (23)

□

　　在实际中,无法求得当 k →∞时该问题的解,

因此可取 k = N ,即将第N 次的结果近似为该问题

的解,从而得到次优控制结果. 次优控制律的具体推

导过程如下:

　　由式 (21) 得

u3 ( t) = - R - 1B T lim
k→∞

[P ( t) x k ( t) + g k ( t) ] =

- R - 1B T [P x ( t) + lim
k→∞

g k ( t) ], (24)

在式 (24) 的第 2项中,用N 代替∞可得次优控制律

uS ( t) = - R - 1B T [P ( t) x ( t) + gN ( t) ]. (25)

　　注意到在式 (25) 第 1项中的 x ( t) 是 k →∞时

的精确解,只是第 2项 gN ( t) 用第N 次逼近的结果

代替 g∞ ( t) ,因此该次优控制律 uS ( t) 比 uN ( t) 更接

近于最优控制.

　　现得到该逐次逼近法的计算过程如下:

　　Step 1: 由方程 (19) 求得P ( t) ,给定正常数Ε,令

x 0 ( t) = g 0 ( t) = 0, J 0 = 0,并令 k = 1;

　　Step 2: 由式 (20) 计算 g k ( t) ;

　　Step 3: 令N = k ,由式 (25) 计算 uS ( t) ;

　　Step 4: 由式 (3) 计算 J N ;

　　Step 5: 若‖
J N - J N - 1

J N
‖ < Ε,则输出 uS ( t) ,结

束;

　　Step 6: 由式 (22) 计算 x k ( t) , 令 k = k + 1, 转

Step 2.

　　注 1　定理 1的结果也适用于 tf →∞的情形,

此时,系统优化性能指标变为

J =
1
2∫
∞

0
[x T ( t)Q x ( t) + uT ( t)R u ( t) ]d t. (26)

R iccat i矩阵微分方程 (19) 变为

PA + A T P - PB R - 1B T P + Q = 0. (27)

共态方程 (20) 变为

gαk ( t) = - [ (A - S P ( t) ) ]T g k ( t) -

　 　　P ( t) [A 1x k- 1 ( t - Σ) +

　 　　f (x k- 1 ( t) ) ] - (f x ) k- 1Κk- 1 ( t) -

　　 　A 1Κk- 1 ( t + Σ) , 0≤ t≤ tf ;

g k (∞) = 0, k = 1, 2, 3,⋯.

(28)

5　仿真示例
　　考虑非线性时滞系统

xα( t) = x ( t) + x ( t - 1) +

　　　 0. 5x 2 + u ( t) , t > 0;

x ( t) = 0. 5, - 1≤ t≤ 10.

性能指标为 J =
1
2∫
∞

0
(x 2 + u 2) d t.

　　由题意知A = A 1 = B = Q = R = 1, Υ( t) =

0. 5, f (x ) = 0. 5x 2. 由R iccat i方程 (27) 得 P 2 - 2P

- 1 = 0. 从而解得P = 1 + 2 . 根据逐次逼近法,

当 k = 1时,将 P 值及初始条件代入式 (28) 得 gα1 ( t)

= 2 g 1 ( t). 由条件g 1 (∞) = 0得g 1 ( t) = 0. 代入

式( 25)得u 1 ( t ) = - ( 1+ 2 ) x ( t ) , t≥0. 同理 ,

可解得g 2 ( t) , u 2 ( t) , g 3 ( t) , u 3 ( t) , ⋯. 当k = 1, 2, 3

时, u ( t) , x ( t) 和 J ( t) 的仿真结果如图 1所示.

(a)　u ( t) 的仿真结果

(b)　x ( t) 的仿真结果

(c)　J ( t) 的仿真结果

图 1　k = 1, 2, 3时,系统的仿真曲线
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　　比较 k = 1, 2, 3时的性能指标: J 1 = 6. 936, J 2

= 4. 146, J 3 = 3. 475,显然J 1 > J 2 > J 3. 取Ε= 0. 2,

有 û J 3 - J 2

J 2
û • 0. 193 < Ε,即可停止迭代.

6　结　　论
　　本文针对状态变量含有时滞的非线性系统次优

控制问题,提出了一种逐次逼近设计方法. 根据非线

性时滞系统的模型构造一个含已知激励的迭代系统

序列,并证明该迭代系统的解序列一致收敛于原非

线性时滞系统的解. 利用常微分方程的逐次逼近法,

将迭代系统的最优控制问题化为非齐次线性两点边

值问题族,从而解决了一类状态变量含有时滞的非

线性系统次优控制问题. 仿真实例表明,该方法对非

线性时滞系统次优控制器的设计是有效的. 本文的

结果可以方便地应用于时变系统的次优控制设计

中.
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中国自动化学会第 19届青年学术年会 (YA C2004)征文通知
　　中国自动化学会第 19届青年学会年会 (YA C2004)将于

2004年 8月 16219日在山东济南召开。本次会议由中国自动

化学会、中国自动化学会青年工作委员会主办,山东大学控

制科学与工程学院承办。会议设人优秀论文奖和优秀应用论

文奖。

　　一、征文范围

　　1. 广义系统、大系统、非线性系统、混沌系统、系统稳定

与镇定; 2. 自适应、预测、变结构控制、H ∞控制、优化和鲁棒

控制; 3. 智能控制、模糊控制、人工智能与专家系统; 4. 系统

建模、辨识和估计; 5. 规划、管理与自制、容错控制和故障诊

断系统; 6. 神经网络及应用; 7. 机器人与机器人控制; 8. 离散

事件动态系统、调度、决策系统; 9. 混合动力学系统及控制;

10. 计算机视觉、图像处理与模式识别; 11. 自动化仪表与过

程控制; 12. 电力系统及其自动化; 13. 电机驱动及运动控制;

14. 传感器与检测技术; 15. 软件工程、并行处理; 16. 计算机

集成制造系统; 17. 计算机软硬件技术及其应用; 18. 系统工

程理论、方法及应用; 19. 自动化指挥系统; 20. 数据融合与软

测量; 21. 单片机控制及其应用技术; 22. 企业改革发展策略

及管理决策; 23. 工业过程与生产管理; 24. 其他。

二、征文要求

　　1. 被录用论文将由山东大学出版社出版《自动化理论技

术及应用》(卷 11) ,论文应具有一定学术或实用价值, 未在

国内外学术其刊或会议发表过; 2. 论文第一作者的年龄一般

不超过 40 岁; 3. 来稿中英文皆可, 请用W o rd 或L aT ex 编

排, A 4纸打印,一式三份并附软盘 (也可通过 E2m ail传送) ;

4. 格式参考自动化学报; 5. 投稿时请注明文章所属的方向标

号 (见本征文范围) ; 6. 请说明联系作者的详细通讯地址、电

话和电子邮件信箱,并注明是否参加优秀论文评选; 7. 因版

权等引起的纠纷,作者自负。

三、重要日期

　　论文截日期: 2004 年 4 月 10 日; 录用ö不录用通知

日期: 2004年 4月 31日。

四、投稿地址

　　山东济南　山东大学控制科学与工程学院　　

YA C2004组委会收,邮政编码: 250061; 联系人: 王玉振　刘

允 刚; 联 系 电 话: 053128392625; 053128392515; 05312
8392535; 传真: 053128392205; E2m ail: yzw ang@ tsinghua.

edu. cn (王玉振) ; lygfr@ 263. net (刘允刚)
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