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摘　要: 微分对策理论是控制论和对策论的重要分支,在军事对策和经济学研究领域具有非常广泛而重要的应用.

对此简述了半个世纪以来微分对策理论和应用发展的历史,介绍了近年来微分对策理论发展的最新研究成果,并对

微分对策理论发展的几个热点问题作了简要评述.
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Abstract: T heo ry of differen tia l gam es is an impo rtan t sub ject of con tro l and gam e theo ry, and has an impo rtan t and

w ide app licat ion in dom ain of stra tegics and econom ics. T he developm ent on theo ry and app licat ion of differen tia l

gam es over the last half cen tu ry is review ed. Som e new research resu lts on differen tia l gam es are sta ted briefly as

w ell as som e rem ark s on the ho tspo t relevan t to its developm ent are p resen ted.
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1　微分对策理论的发展概述
　　自 20 世纪 50 年代初以来,由于制导系统拦截

飞行器的引入、人造卫星的发射和航天中有关机动

追击问题的需要,美国著名的R and 公司在空军资

助下,以美国数学家 Issacs博士为首的组织开展了

对抗双方都能自由决策行动的理论追逃问题研究.

他们把现代控制理论中的一些概念、原理与方法引

入对策论中,取得了突破性的成果,撰写了 4篇研究

报告[1 ] ,形成了微分对策的最初研究成果.

　　1965年, Issacs[2 ]整理出版了《微分对策》一书,

这是世界上第一部微分对策的专著. 该书的出版标

志着微分对策理论的诞生. 此后,由于军事方面的原

因,微分对策的研究引起了世界各国的普遍关注,特

别是美国和前苏联. 美苏出于军备竞赛的需要,对空

战、核导弹与人造卫星拦截、电子战等方面提出了各

种类型的微分对策模型,使得军事微分对策得以迅

速发展. 1971 年,美国科学家 F riedm an [3 ]采用了两

个近似离散对策序列精确定义了微分对策,建立了

微分对策值与鞍点存在性理论,从而奠定了微分对

策理论的数学基础.

　　自《微分对策》出版以来,微分对策理论与应用

有了很大发展. 除了定量微分对策和定性微分对策
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不断完善外,随机微分对策、多人合作微分对策、非

合作微分对策和主从微分对策等方面的研究也取得

了很大进展. 除了 Issacs, N ash, F riedm an [4 ]外,

K rasovsk ii[5 ] , L eitm ann t [6 ]和Petro sjan [7 ]等均对微

分对策理论的发展作出了杰出的贡献.

　　美国著名数学家N ash 最先将微分对策理论引

入经济学研究领域,并由于他的出色工作而获得了

诺贝尔经济学奖. 近年来,经济学领域中对微分对策

的研究十分活跃. 周边经济和微经济等方面的许多

课题都可用微分对策的理论来研究.

　　我国对微分对策的研究起步较晚,研究人员也

不多. 以张嗣瀛院士为代表的研究群体用现代控制

理论的思想和方法对微分对策作过系统的研究,提

出了双边控制的“定量极值原理”和“定性极值原

理”[8 ]. 李登峰在文献 [ 9 ]中系统地介绍了微分对策

的数学概念、理论、方法和应用.

2　微分对策理论研究的一些进展
2. 1　线性二次微分对策

　　自N ash [10 ]提出线性系统微分对策的二次最优

性能指标以来, 线性二次微分对策的均衡点便以

N ash 命名,而线性二次微分对策也称为N ash 微分

对策. 从 20世纪 70年代开始,时域空间上的线性二

次微分对策问题的研究取得了长足进展, 大量有价

值的学术论文[10～ 39 ]不断发表. Sta rr和Ho [11, 12 ]研究

了如下闭环非零和线性微分对策:

xα( t) = A x ( t) + B 1u 1 ( t) + B 2u 2 ( t) ,

x (0) = x 0,

x ∈R n , u 1 ∈R r1 , u 2 ∈R r2

(1)

在二次支付函数

J 1 (u 1, u 2) =
1
2

x T ( tf ) K 1f x ( tf ) +

1
2∫

tf

0
[x TQ 1x + uT

1R 11u 1 + uT
2R 12u 2 ]d t,

(2)

J 2 (u 1, u 2) =
1
2

x T ( tf ) K 2f x ( tf ) +

1
2∫

tf

0
[x TQ 2x + uT

1R 21u 1 + uT
2R 22u 2 ]d t

(3)

下的N ash 均衡点和最优解的存在问题. 一般地,有

限区间上微分对策的最优解

u3
1 ( t) = - R - 1

11 B T
1 K 1 ( t) x ( t) ,

u3
2 ( t) = - R - 1

22 B T
2 K 2 ( t) x ( t)

的存在问题可化为如下R icca t i微分方程组:

K
õ

1 = - A TK 1 - K 1A - Q 1 + K 1S 1K 1 +

　　K 1S 2K 2 + K 2S 2K 1 - K 2S 02K 2, (4)

K
õ

2 = - A TK 2 - K 2A - Q 2 + K 2S 2K 2 +

　　　　K 2S 1K 1 + K 1S 1K 2 - K 1S 01K 1, (5)

　　　　K i ( tf ) = K if , i = 1, 2 (6)

解的存在性问题. 其中: S i = B iR
- 1
ii B T

i , i = 1, 2, S 01

= B 1R
- 1
11 R 21R

- 1
11 B T

1 , S 02 = B 2R
- 1
22 R 12R

- 1
22 B T

2.

　　C ruz和Chen [14 ] ,O zguner和Perk in s[15 ]分别对

闭环线性二次微分对策的N ash 对策的存在性作了

进一步研究, Papavassilopou lo s等[16～ 18 ]研究了闭环

线性二次微分对策的N ash 均衡点和代数R iccat i方

程组的存在性、唯一性问题. W eeren [19 ] 研究了无穷

区间上N ash 均衡点的渐近性质.

　　Sim aan [20 ] ,A bou2Kandil等[21, 22 ] 研究了开环线

性二次微分对策的N ash均衡点和N ash最优解的存

在问题,与闭环系统的情形一样,将有限区间上线性

二次微分对策的最优解归结为求解 R iccat i方程组

(4, 5) 的解. 由于R iccat i方程组 (4, 5) 在线性二次微

分对策的研究中具有决定意义, 许多学者研究了

R icca ti方程组的解及存在性问题. F reiling 等[23 ] 研

究了R iccat i方程组的解及存在性条件. 对于有限区

间上的线性二次微分对策的研究, 值得一提的是近

年来 Engw erda 等[24～ 26 ] 所做的一系列出色工作.

　　假定二次线性N ash 微分对策的最优解为

u3
1 ( t) = - R - 1

11 B T
1 Ω1 ( t) ,

u3
2 ( t) = - R - 1

22 B T
2 Ω2 ( t) ,

则 Ω1 ( t) 和 Ω2 ( t) 应满足如下微分方程:

d
dΣ

x (Σ)

Ω1 (Σ)

Ω2 (Σ)

=

- A S 1 S 2

Q 1 A T 0

Q 2 0 A T

x (Σ)

Ω1 (Σ)

Ω2 (Σ)

Χ M

x (Σ)

Ω1 (Σ)

Ω2 (Σ)

(7)

以及边值条件

Ω1 ( tf ) = K 1f x ( tf ) , Ω2 ( tf ) = K 2f x ( tf ).

　　记

exp (M tf ) =

W 11 ( tf ) W 12 ( tf ) W 13 ( tf )

W 21 ( tf ) W 21 ( tf ) W 21 ( tf )

W 31 ( tf ) W 31 ( tf ) W 31 ( tf )

,

定义

H ( tf ) = W 11 ( tf ) + W 12 ( tf ) K 1f + W 13 ( tf ) K 2f ,

则有如下结论:

　　定理 1[24 ]　二人线性二次微分对策存在N ash
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平衡点的充分必要条件为H ( tf ) 可逆.

　　Engw erda等[23～ 26 ]不仅给出了有限时间区间上

二人线性二次微分对策存在N ash 平衡点的充分必

要条件,同时还给出例子说明了如下R iccat i微分方

程组:

　K
õ

1 = - A TK 1 - K 1A - Q 1 +

　　 　K 1S 1K 1 + K 1S 2K 2, K 1 ( tf ) = K 1f , (8)

　K
õ

2 = - A TK 2 - K 2A - Q 2 +

　　 　K 2S 2K 2 + K 2S 1K 1, K 1 ( tf ) = K 2f (9)

的解与N ash 平衡点之间的关系.

　　对于无限时间区间上的二人线性二次微分对

策,由于代数R icca t i方程组本身的不对称性, 具有

一定难度, 但近年来仍有不少讨论, 文献[ 23～ 26 ]

中已包含了这些方面的研究成果. W eeren 等[26 ] 及

M ageirou [27 ] 讨论了无限时间区间上二人线性二次

微分对策解的渐近性质, 但这些结论均是在简化二

次性能指标函数的基础上建立的,具有一定局限性.

另外, Engw erda [25 ]和W eeren等[26 ]对一维标量系统

的二人线性二次微分对策问题作了较为深入的讨

论,得到了一些很好的结论.

　　到目前为止,对于多人线性二次微分对策的研

究 还不多见, 早期研 究 可 参 阅 V ara ilya [28 ] ,

V idyasagar [29 ]等的工作. 另外, Xu和M izukam i[30, 31 ]

还讨论了一类具有奇异值的广义二人线性二次微分

对策的N ash 均衡点和N ash 最优解问题.

2. 2　非线性微分对策

　　传统的军事对抗模型大多是非线性微分对策

模型,如追逃问题、拦截问题、合作问题等. 研究非线

性微分对策的方法除定量方法外,还有定性方法. 定

量方法以求解平衡点、平衡点所对应的最优控制策

略以及相应的支付值为目的; 而定性方法则以对抗

中某种预期结果能否实现为研究目的, 分析所谓的

界栅 (Barrier) 存在性和位置,以期在对抗中处于有

利地位. 定量微分对策所用的方法为双方极值原理

和变分方法, 将求解微分对策最优控制策略问题转

化为求一组H am ilton2Jacob i方程解的问题. 然而后

者求解很困难,没有一般方法,大量的研究工作集中

在 H am ilton2Jacob i方程组的数值算法方面[9 ]. 由于

高维系统解的空间结构较为复杂, 定性微分对策方

法一般只适用于低维系统.

　　非线性微分对策的研究已经取得了许多重要

成 果, 这些成果大多与军事有关. 美国学者

Issacs[1, 2 ] , F riedm an [4 ] ,L eitm ann t [6, 32～ 34 ] 和前苏联

学者K rasovsk ii[5, 37 ]以及 Petro sjan [7 ]等均对非线性

微 分 对 策 理 论 的 发 展 做 出 了 重 要 贡 献.

L eitm ann t [32～ 34 ] 等以空战为研究对象, 对飞机的追

击、躲避等问题进行了研究,发展了军事微分对策理

论. Berkovitz[35 ] 研究了具有固定逗留期的非线性微

分对策鞍点的存在性和微分对策的值; 而在文献

[ 36 ] 中则研究了一类更具一般性的追逃问题.

K rasovsk ii和L ukyanov [37 ] 研究了一类泛函微分对

策问题. Ivanov [38 ] 针对椭球面上的微分对策模型,

研究了对策的成本支出问题. L ukoyanov [39 ] 研究了

一类具有遗传信息的非线性对抗泛函微分对策模

型, 证 明 了 微 分 对 策 的 鞍 点 值 对 应 一 类

H am ilton2Jacob i方程的最大解. 最近, Yong [40 ] 给出

了 具 有 固 定 逗 留 期 的 微 分 对 策 的 值 与

H am ilton2Jacob i方程的依赖关系. B roek [41 ] 研究了

一类状态反馈多人微分对策模型的N ash 均衡点及

其微分对策的解.

　　由于非线性微分对策的理论研究非常困难,这

方面的研究进展比较缓慢. 基于解决实际问题的需

要,微分对策解的数值算法和学习算法等方面的研

究将成为非线性微分对策研究的热点方向.

2. 3　微分对策理论在H ∞控制中的应用

　　从20世纪90年代开始,微分对策理论在H ∞控

制中得到广泛的应用, 发表了大量学术论文[42～ 52 ].

这些论文通过选择不同的性能指标函数, 推导出许

多不同的结论, 但其思想是一致的, 即: 将干扰当成

零和微分对策中的一方,应用最大最小极值原理,选

择控制策略使得控制成本最小. Basar和Bernard [42 ]

对这一思想作了系统的论述. Pan [43, 44 ] 用微分对策

理论研究了如下具有“快”、“慢”奇异扰动系统的

H ∞控制问题.

xα1 = A 11 ( t) x 1 + A 12 ( t) x 2 +

　　B 1 ( t) u + D 1 ( t)w ,

Εxα2 = A 21 ( t) x 1 + A 22 ( t) x 2 +

　　B 2 ( t) u + D 2 ( t)w ,

y = C 1 ( t) x 1 + C 2 ( t) x 2 + E ( t) u.

(10)

　　Yung 和W ang [45 ] 研究了非线性系统

xα= f (x ) + g 1 (x )w + g 2 (x ) u ,

z = h 1 (x ) + k 11 (x ) u ,

y = h 2 (x ) + k 21 (x )w

(11)

的H ∞ 控制问题; D id in sky 和Basar [46 ] 研究了更为

一般的非线性系统

xα= f ( t, x , u ,w ) ,

y = h ( t, x ) + v
(12)
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的 H ∞ 控制问题 (其中: w 为输入干扰, v 为输出干

扰) ; L in和Byrnes[47 ]应用微分对策理论研究了一类

离散非线性系统的H ∞ 控制问题. 这方面的详细报

道可见 Jam es[48 ] 的综述报告.

　　最近, Savk in [49 ] ,Am ato 等[50 ] 还用微分对策的

最大最小极值方法研究了不确定系统的鲁棒H ∞控

制; Yoneyam a 和 Sp eyer [51 ] 研究了一类具有参数不

确定性的自适应H ∞控制问题; Am ato 和 P iron t i[52 ]

则研究了不确定时滞系统的H ∞控制问题.

3　微分对策研究的几个热点问题
3. 1　军事领域中的微分对策

　　微分对策理论起源于军事问题,由于国防和军

事目的的需要, 军事领域中的微分对策研究一直是

微分对策理论发展的动力和热点. 特别在当今世界,

高科技手段在军事中的广泛应用, 使得军事领域中

的微分对策问题研究显得尤为重要.

　　基于安全保密的原因,军事领域中的微分对策

研究的最新资料很难在公开发表的文献[53, 54 ] 中找

到,但可以想象,该领域中的微分对策研究将与电子

信息技术紧密结合, 以微分对策的数值算法研究为

重点方向. 一些较为实用的控制方法, 如自适应控

制、学习控制等将在这类微分对策的研究中发挥重

要作用. 由于科学技术在现代战争中的应用,多目标

多任务的协同作战是现代战争的一个重要特征, 因

此,多人微分对策的研究也将成为军事领域中的微

分对策研究的重要课题.

3. 2　经济领域中的微分对策

　　近年来, 经济领域中的微分对策研究非常活

跃,许多宏观经济中的多边竞争、合作问题均可用微

分对策的理论和方法解决, 为决策者提供可靠的决

策方案. 同时,经济领域中的微分对策的研究也丰富

和发展了微分对策理论.

　　Engw erda 等[23～ 26 ], Fersh tm an 和 Kam ien [55 ] ,

L evine 和B rociner [56 ]在微分对策方面的大量研究

工作均基于经济领域中的实际问题,他们在应用微

分对策的思想和方法解决经济问题方面取得了一系

列重要成果,为微分对策基础理论的发展做出了重

要贡献.

　　由于现代社会信息技术的发展,经济领域中的

合作、竞争将更加激烈,涉及多个方面,因此,多人微

分对策的研究必将成为经济领域中微分对策研究的

主要课题.

3. 3　基于模型不确定性的微分对策

　　由于微分对策模型的复杂性,系统不可避免地

具有某些不确定性,如模糊性、随机不确定性、系统

参数不确定性以及外部干扰因素等. 近年来,随机微

分对策的研究已取得很多重要成果[57～ 59 ],模糊系统

的微分对策也有学者开始研究[60 ] ,但这方面的结果

还不多见. 由于随机微分对策模型的广泛存在性和

模糊控制方法的可操作性,随机微分对策和模糊微

分对策的研究将成为微分对策理论研究的热点方

向.

　　对于参数不确定性系统的微分对策,由于决定

微分对策解的R iccat i方程组的不对称性,使得这方

面的研究十分困难,目前还未见到有关文献发表. 近

年来, Savk in [49 ] , Am ato 等[50 ]以及 Yoneyam a 等[51 ]

用微分对策方法研究参数不确定系统H ∞控制问

题,但因这些方法只需解一个R iccat i方程,所以对

微分对策的研究来说不具有广泛性. 因此在近期内,

不确定系统的微分对策研究也将成为微分对策理论

研究的热点方向之一.

4　结　　语
　　历经半个多世纪,微分对策理论已发展成为介

于控制理论和对策论之间的一门相对独立的交叉学

科. 由于微分对策理论与军事和经济领域的实际问

题密切相关,研究微分对策理论对于国防建设和经

济决策具有十分重要的意义. 可以预见,微分对策的

研究将越来越受到国内学者的广泛重视.
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