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摘　要: 研究系统的故障诊断和检测策略问题. 假定系统有两种工作状态 (正常状态及异常状态)和一种故障状态,

为判断系统是正常还是异常,每隔一段随机时间对系统检测一次. 利用概率分析、补充变量和最优化方法,导出了系

统一些新的运行指标、诊断参数的最优临界值和最优检测周期.
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Abstract: T he troub le diagno sis and inspection po licies w ere discussed fo r a system having tw o w o rk ing modes

(no rm al mode and abno rm al mode) and a failu re mode. W h ile the system is w o rk ing, it is inspected once every

random tim e period to m ake sure it is in no rm al mode o r abno rm almode. Each inspection consisted in m easuring the

value of a diagno stic param eter. A nd the duration of inspection is a general con tinuous random variab le. T he new

operation indices, the op tim al diagno stic crit ical value and the op tim al inspection cycle are derived by using

p robab ility analysis, the supp lem entary variab le techn ique and op tim ization m ethod.
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1　引　　言
　　在实际工程中, 检测策略需要进行两种决策:

一种是知道检测结果后采取什么措施, 例如是修理

系统还是让系统继续工作; 另一种是决定两次检测

之间的时间间隔, 即确定检测周期. 因此, 检测策

略的决策空间是一个 2 维空间. 近年来, 一些文

献[1～ 4 ] 对此类系统进行研究, 但检测的目的通常是

在系统长期运行下 ( t→∞) , 使单位时间内平均费

用最小, 或使单位时间内平均利润最大[3, 4 ]. 由于

科学技术飞速发展, 系统 (或设备) 不断更新换代,

新系统的价格和性能往往与旧系统有很大的不同;

另外, 由于市场竞争造成优胜劣汰, 也使系统不可

能永远运行下去. 因此,“系统长期运行”这一假设

与实际情况不符.

为解决这一问题, 必须引入吸收状态, 系统或

早或晚必然被吸收. 随之而来的问题是: 几乎所有

稳态运行指标都将失去意义, 例如稳态可用度和稳

态故障频度都将为 0. 这就需要引入新的运行指标,

并在此基础上对系统进行深入分析, 研究如何确定

检测周期和诊断参数的临界值. 本文利用概率分

析、补充变量和最优化方法, 定义并计算了系统新

的运行指标; 以此为基础, 进一步导出系统的最优

检测周期和诊断参数的最优临界值.

2　系统描述
　　1) 系统有两种工作状态 (正常及异常) 和一种

故障状态, 依次由正常经过异常到达故障. 系统开
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始工作后, 为判断是正常还是异常, 每隔一段随机

时间U 对它检测一次, 直到系统故障或检测结果为

“异常”为止. 随机变量U 称为随机检测周期, 其分

布函数和均值分别记为

U ( t) =∫
t

0
u (x ) dx =

1 - exp -∫
t

0
Α(x ) dx ,

Α- 1 =∫
∞

0
tdU ( t) ;

检测的持续时间V 是任意连续型随机变量, 称为检

测时间, 其分布函数和均值分别记为

V ( t) =∫
t

0
v (x ) dx =

1 - exp -∫
t

0
Β(x ) dx ,

Β- 1 =∫
∞

0
tdV ( t).

　　2) 系统的诊断参数 X 是一个随机变量. 当系

统正常时, X 的分布函数记为 F 1 (x ) , 当系统异常

时, X 的分布函数记为 F 2 (x ). X 的临界值为 x 1, X

的检测值为 x.

检测后的决策为: 如果检测值 x ≤ x 1, 则判定

系统正常, 系统继续工作; 如果x > x 1,则判定系统

异常, 立刻修理系统.

3) 系统开始工作时处于正常工作状态. 当系

统正常工作时, 以失效率 Κ1 转移到异常工作状态;

当系统异常工作时, 以失效率 Κ2 转移到故障状态.

系统处于正常状态但检测结果出现错误后, 或检测

出系统异常后, 立刻对系统进行修理. 修理时间是

不同的任意连续型随机变量, 其分布函数和均值分

别记为

G i ( t) =∫
t

0
g i (y ) dy =

1 - exp -∫
t

0
Λi (y ) dy ,

Λ- 1
i =∫

∞

0
tdG i (y ) , i = 1, 2.

　　4) 系统的前期投资 (例如购买系统等) 为L 0,

系统开始工作前的前期准备时间为T 0, 系统正常和

异常时工作单位时间的平均利润分别为 R 1 和 R 2,

对系统检测一次的平均费用为L 1, 修理一次异常的

平均费用为L 2, 由于检测结果错误而“修理”(实为

详细检查) 一次正常状态的平均费用为L 3, 系统故

障后终止运行, 善后工作所需平均费用为L 4, 所需

平均时间为 T 4. 系统修复如新后,所有随机变量相

互独立.

显然, 系统检测的结果有可能发生错误. 系统

正常时检测结果正确的概率 p 1,检测结果错误的概

率q1 = 1 - p 1,系统异常时检测结果正确的概率p 2,

检测结果错误的概率 q2 = 1 - p 2 分别为

p 1 = F 1 (x 1) , q1 = 1 - F 1 (x 1) ;

p 2 = 1 - F 2 (x 1) , q2 = F 2 (x 1).

　　系统状态定义如下:

( i, n) : i = 1, 2, 3, 4 分别表示系统处于正常工

作、正常且停工检测、异常工作、异常且停工检测; n

表示从系统最近一次进入正常 ( i = 1, 2) 或异常 ( i

= 3, 4) 工作状态以来,已经进行了n次检测, n = 0,

1,⋯.

(5, j ) : 5表示系统处于停工状态; j = 1, 2分别

表示修理正常 (由于发生误断) 和异常, j = 3表示

系统故障. 其中 (5, 3) 是吸收状态.

用 S ( t) 表示系统在时刻 t所处的状态. 引入补

充变量如下: X ( t) 表示在时刻 t检测周期已逝去的

时间, Y 1 ( t) 和 Y 2 ( t) 分别表示在时刻 t已用去的修

理正常和异常的修理时间, Z ( t) 表示在时刻 t已逝

去的检测时间.

为方便起见, 引入如下符号:

fθ = 1 - f ,

f 3 (s) = L [ f ( t) ] =

∫
∞

0
f ( t) exp (- st) d t (L ap lace变换) ,

v = v 3 (s) , u i = u3 (s + Κi) ,

U i = Uϖ3 (s + Κi) ,

U i0 = Uϖ3 (Κi) , i = 1, 2.

3　系统的状态概率
　　系统的状态概率定义如下:

P in ( t, x ) dx =

P {S ( t) = ( i, n) , x ≤X ( t) < x + dx },

　　 　i = 1, 3, n = 0, 1,⋯;

P in ( t, z ) dz =

P {S ( t) = ( i, n) , z ≤ Z ( t) < z + dz },

　　 　i = 2, 4, n = 0, 1,⋯;

P 5j ( t, y ) dy =

P {S ( t) = (5, j ) , y ≤ Y j ( t) < y + dy },

　　 　j = 1, 2.

　　系统的各个状态及其转移情况如图 1所示.

　　根据系统状态转移图, 利用文献[ 3～ 5 ] 中方

法可建立系统状态概率的微积分方程组, 解之可得

系统状态概率的L ap lace变换式如下:
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图 1　系统状态及其转移情况

　　P 3
1n (s, x ) =

(Κ2 - Κ1) (1 - p 1vu 1) (1 - q2vu 2) ×

p n
1v nu n

1U
ϖ (x ) e- (s+ Κ1) x öB (s) , (1)

P 3
2n (s, z ) =

(Κ2 - Κ1) (1 - p 1vu 1) (1 - q2vu 2) ×

p n
1v nu n+ 1

1 Vϖ (z ) e- sz öB (s) , (2)

P 3
30 (s, x ) = Κ1 (1 - q2vu 2)Uϖ (x ) ×

　　　　　[e- (s+ Κ1) x - e- (s+ Κ2) x ]öB (s) , (3)

P 3
3n (s, x ) = Κ1 (u 1 - u 2) (1 - q2vu 2) ×

　　　　　qn
2v nun- 1

2 Uϖ (x ) e- (s+ Κ2) x öB (s) , (4)

P 3
4n (s, z ) = Κ1 (u 1 - u 2) (1 - q2vu 2) ×

　　　　　qn
2v nun

2V
ϖ (z ) e- sz öB (s) , (5)

P 3
51 (s, y ) = q1 (Κ2 - Κ1) vu 1 (1 - q2vu 2) ×

　　　　 　Gϖ1 (y ) e- sy öB (s) , (6)

P 3
52 (s, y ) = p 2Κ1v (u 1 - u 2)Gϖ2 (y ) e- sy öB (s). (7)

其中

B (s) = (Κ2 - Κ1) (1 - q2vu 2) ×

[ 1 - p 1vu 1 - q1vu 1g 3
1 (s) ] -

p 2Κ1v (u 1 - u 2) g 3
2 (s). (8)

4　系统的运行指标
4. 1　系统故障前时间

从系统开始工作到故障需要经历一段随机时

间, 该随机时间 T 称为系统故障前时间. 显然, T

是一个随机变量, 其分布函数称为系统故障前时间

分布, 记为H ( t). 由定义知

H ( t) = P {T ≤ t} = 1 - P {T > t},

其中 P {T > t} = H{ ( t) ,表示事件“在时刻 t系统没

有进入吸收状态”的概率. 因此

H{ ( t) =

∑
∞

n= 0∫
∞

0
P 1n ( t, x ) dx + ∑

∞

n= 0∫
∞

0
P 2n ( t, z ) dz +

∑
∞

n= 0∫
∞

0
P 3n ( t, x ) dx + ∑

∞

n= 0∫
∞

0
P 4n ( t, z ) dz +

∑
2

i= 1∫
∞

0
P 5i ( t, y ) dy. (9)

对式 (9) 关于 t取L ap lace变换,并利用式 (1)～ (8)

可得

H{ 3 (s) =

{[Κ1 (u 1 - u 2) + (Κ2 - Κ1) u 1 (1 - q2vu 2) ] ×

Vϖ3 (s) + Κ2 (1 - q2vu 2)U 1 - Κ1 (1 - q2vu 1)U 2 +

q1 (Κ2 - Κ1) vu 1 (1 - q2vu 2) ]Gϖ3
1 (s) +

p 2Κ1v (u 1 - u 2)Gϖ3
2 (s) }öB (s) , (10)

其中B (s) 由式 (8) 给出.

系统故障前时间 T 的数学期望 E (T ) 称为系统

故障前平均时间. 由式 (10) 易得

E (T ) = H{ 3 (0) =

{p 2 (Κ2 - Κ1) Β- 1 + [p 2Κ2 - Κ1 (q2Κ1 +

p 2Κ2) Β- 1 ]U 10 + [ - p 2Κ1 + Κ2 (p 2Κ1 +

q2Κ2) Β- 1 ]U 20 + q2 [Κ2
2 - Κ2

1 - Κ1Κ2 (Κ2 -

Κ1) Β- 1 ]U 10U 20 + q1 (Κ2 - Κ1) (p 2 -

p 2Κ1U 10 + q2Κ2U 20 - q2Κ1Κ2U 10U 20) Λ- 1
1 +

p 2Κ1 (- Κ1U 10 + Κ2U 20) Λ- 1
2 }öB (0) , (11)

其中

B (0) = Κ1Κ2 [p 2U 10 - p 2U 20 +

q2 (Κ2 - Κ1)U 10U 20 ]. (12)

4. 2　系统的正常可用度和异常可用度

从系统开始工作到故障, 在任意时刻 t, 系统可

能处于正常状态, 也可能处于异常状态. 系统在时

刻 t处于正常工作状态的概率 P 1 ( t) 称为系统在时

刻 t的瞬时正常可用度; 系统在时刻 t处于异常工作

状态的概率 P 2 ( t) 称为系统在时刻 t的瞬时异常可

用度. 根据系统的特征, 它们的表达式分别为
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P 1 ( t) = ∑
∞

n= 0∫
∞

0
P 1n ( t, x ) dx ,

P 2 ( t) = ∑
∞

n= 0∫
∞

0
P 3n ( t, x ) dx.

(13)

对式 (13) 关于 t取L ap lace变换,并利用式 (1)～ (8)

可得

P 3
1 (s) = (Κ2 - Κ1)U 1 [ 1 - q2v +

　 　　　q2 (s + Κ2) vU 2 ]öB (s) ,

P 3
2 (s) = Κ1 [ (1 - q2v )U 1 - (1 - q2v ) ×

　 　　　U 2 + q2 (Κ2 - Κ1) vU 1U 2 ]öB (s).

(14)

　　从系统开始工作到故障, 系统处于正常工作状

态的平均时间 T 1 称为系统的平均正常工作时间,

系统处于异常工作状态的平均时间 T 2 称为系统的

平均异常工作时间. 根据上述定义进行概率分析,

并利用定积分元素法、L ap lace变换终值定理和积分

性质,可得

T 1 =∫
∞

0
P 1 ( t) d t = lim

t→∞∫
t

0
P 1 ( t) d t =

lim
s→0

sL [∫
t

0
P 1 ( t) d t ] = lim

s→0
P 3

1 (s) =

(Κ2 - Κ1)U 10 (p 2 + q2Κ2U 20) öB (0) , (15)

其中B (0) 由式 (12) 给出.

同理,可得系统平均异常工作时间

T 2 = Κ1 [p 2U 10 - p 2U 20 +

q2 (Κ2 - Κ1)U 10U 20 ]öB (0). (16)

4. 3　系统的检测频度和异常检出频度

系统开始工作后, 为了判断是正常还是异常,

每隔一段随机时间U 对系统检测一次. 单位时间内

对系统的平均检测次数称为系统的检测频度. 根据

文献 [ 5 ] 中转移频度的计算方法和系统状态转移

图, 在时刻 t系统的瞬时检测频度为

W 1 ( t) = ∑
∞

n= 0∫
∞

0
Α(x ) [P 1n ( t, x ) + P 3n ( t, x ) ]dx.

(17)

对式 (17) 关于 t取L ap lace变换,并利用式 (1)～ (8)

可得

W 3
1 (s) =

{ (Κ2 - Κ1) (1 - q2v ) - [q2v Κ1 + (1 -

q2v ) Κ2 ] (s + Κ1)U 1 + [ (1 - q2v ) Κ1 +

q2vΚ2 ] (s + Κ2)U 2 - q2v (Κ2 - Κ1) ×

(s + Κ1) (s + Κ2)U 1U 2 ]}öB (s). (18)

　　从系统开始工作到故障, 对系统的平均检测次

数为

N 1 =∫
∞

0
W 1 ( t) d t = lim

t→∞∫
t

0
W 1 ( t) d t =

lim
s→0

sL∫
t

0
W 1 ( t) d t = lim

s→0
W 3

1 (s) =

[P 2 (Κ2 - Κ1) - Κ1 (q2Κ1 + p 2Κ2)U 10 +

Κ2 (p 2Κ1 + q2Κ2)U 20 - q2Κ1Κ2 (Κ2 -

Κ1)U 10U 20 ]öB . (19)

　　根据系统检测结果, 单位时间内正确判断出系

统处于异常状态的平均次数称为异常检出频度. 利

用上述方法可类似求出在时刻 t异常的瞬时检出频

度

W 2 ( t) = ∑
∞

n= 0∫
∞

0
p 2Β(z ) P 4n ( t, z ) dz. (20)

W 2 ( t) 的L ap lace变换式为

W 3
2 (s) = p 2Κ1v [ (s + Κ2)U 2 -

(s + Κ1)U 1 ]öB (s). (21)

　　从系统开始工作到故障, 根据检测结果正确判

断出系统处于异常状态的平均次数N 2 称为异常的

平均检出次数. 利用计算N 1 的方法容易求得

N 2 = p 2Κ1 (Κ2U 20 - Κ1U 10) öB (0). (22)

4. 4　检测的误断频度和漏断频度

根据系统的特征, 检测结果有可能出现两类错

误: 1) 将正常状态判断为异常状态, 这种错误称为

误断; 2) 将异常状态判断为正常状态, 这种错误称

为漏断. 单位时间内出现误断的平均次数称为检测

的误断频度; 单位时间内出现漏断的平均次数称为

检测的漏断频度. 根据系统状态转移图, 利用上述

方法可类似得到系统在时刻 t的瞬时误断频度,即

W 3 ( t) = ∑
∞

n= 0∫
∞

0
q1Β(z ) P 2n ( t, z ) dz ,

W 4 ( t) = ∑
∞

n= 0∫
∞

0
q2Β(z ) P 4n ( t, z ) dz.

(23)

它们的L ap lace变换式分别为

W 3
3 (s) =

q1 (Κ2 - Κ1) v [ 1 - q2v - (1 - q2v ) (s +

Κ1)U 1 + q2v (s + Κ2)U 2 - q2v (s +

Κ1) (s + Κ2)U 1U 2 ]öB (s) ,

W 3
4 (s) = q2Κ1v [ - (s + Κ1)U 1 +

　 　　　 (s + Κ2)U 2 ]öB (s).

(24)

　　从系统开始工作到故障, 系统检测发生误断的

平均次数称为检测的平均误断次数; 系统检测发生

漏断的平均次数称为检测的平均漏断次数. 根据定

义易得检测的平均误断次数和平均漏断次数,即
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N 3 = q1 (Κ2 - Κ1) (p 2 - p 2Κ1U 10 +

　 　 q2Κ2U 20 - q2Κ1Κ2U 10U 20) öB (0) ,

N 4 = q2Κ1 (- Κ1U 10 + Κ2U 20) öB (0).

(25)

5　最优临界值和最优检测周期
　　为减少故障造成的损失并提高整体经济效益,

需要寻找使系统获得最大利润的最优诊断参数临界

值和最优检测周期. 系统从前期投资到开始工作,

再运行到故障, 可能经历准备工作、正常工作、异常

工作、检测和修理等各种状态,系统工作时会获得利

润,检测和修理时需要投入. 根据系统状态转移图

和上节有关结果, 可导出系统在该时间段内获得的

平均总利润L 为

L = R 1T 1 + R 2T 2 - L 0 - L 4 - ∑
3

i= 1
L iN i.

(26)

　　系统前期准备时间、善后工作平均时间与故障

前平均时间之和 T 0 + T 4 + E (T ) ,称为系统的总平

均运行时间; 系统在总平均运行时间内, 单位时间

的平均利润L u 称为系统的平均利润率. 显然, 平均

利润率L u 等于平均总利润L 与总平均运行时间之

比, 即

L u = L ö[T 0 + T 4 + E (T ) ]. (27)

　　要确定诊断参数的最优临界值和最优检测周

期,只需适当选择 x 1和随机检测周期U 的分布函数

H (x ) 中参数值,使利润率函数L u取得最大值. 例如

采用固定检测周期,即当U = x 2 时立即检测,此时

只需取下式即可:

U ( t) =
0, t < x 2;

1, t≥ x 2;

U i0 = Κ- 1
1 [ 1 - exp (- Κix 2) ];

i = 1, 2. (28)

另外, 如果系统的诊断参数服从正态分布 (当不服

从正态分布时, 可利用其分布函数类似地计算) ,在

系统正常和异常状态下, 其均值和方差分别为 (u1,

Ρ2
1) 和 (u 2, Ρ2

2) ,此时有

F i (x ) = 5 [ (x - u i) öΡi ], i = 1, 2.

其中 5 (x ) 表示标准正态分布函数. 由系统的特征

可知

p 1 = 5 [ (x 1 - u 1) öΡ1 ],

q1 = 1 - 5 [ (x 1 - u 1) öΡ1 ],

p 2 = 1 - 5 [ (x 1 - u 2) öΡ2 ],

q2 = 5 [ (x 1 - u 2) öΡ2 ].

(29)

将式 (29) 式代入式 (27) , 易知利润率函数L u 是 x 1

和 x 2 的有明显解析表达式的二元函数, 记为L u =

L u (x 1, x 2). 诊断参数的最优临界值和系统的最优检

测周期,就是函数L u = L u (x 1, x 2) 的最大值点 (x #
1 ,

x #
2 ). 该最优值使系统在总平均运行时间中, 单位时

间内获得的平均利润最大, 可用分析方法或数值方

法求出该最优值.

例 1　某系统的前期投入L 0 = 105 000元, 前

期准备时间T 0 = 140 h, 其他运行参数如下: Κ- 1
1 =

1 120 h, Κ- 1
2 = 228 h, Λ- 1

1 = 14 h, Λ- 2
2 = 56 h, Β- 1

= 6 h , R 1 = 1 950元öh , R 2 = 1 205元öh , L 1 =

1 400元ö次,L 2 = 24 500元ö次, L 3 = 1 750元ö
次,L 4 = 12 650元, T 4 = 80 h. 当系统正常工作时,

诊断参数服从正态分布N (68, 142) ; 当系统处于异

常状态时,诊断参数服从正态分布N (102, 192). 采

用固定检测周期并利用微机,容易由式 (26)～ (29)

得到诊断参数的最优临界值和最优检测周期 (x #
1 ,

x #
2 ) = (83. 808 4, 148. 625) , 系统每小时获得的最

大平均利润

L u = (x #
1 , x #

2 ) = L u (83. 808 4, 148. 625) =

1 614. 72元.

6　结　　论
　　本文综合研究一类系统的故障诊断和检测策略

问题. 在系统处于正常和异常状态的时间分别服从

参数不同的指数分布,系统的修理时间是一般连续

型随机变量,诊断参数和检测周期是任意随机变量

的假定下,定义了系统的一些新的运行指标,并利用

概率分析、补充变量和最优化方法求出这些运行指

标. 以此为基础, 进一步求出诊断参数的最优临界

值和最优检测周期,该最优值使系统在从开始投资

到故障善后结束这段总平均时间中, 单位时间内获

得的平均利润最大. 最后的算例说明本文方法是有

效的.
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(15) ,并忽略O (Κ) 高阶项,可求得顶事件的模糊故

障概率为

5
～

Κ = [ 0. 009 1 + 0. 000 9Κ, 0. 010 9 - 0. 000 9Κ].

　　当Κ= 1时, 5
～

Κ= 0. 01,即各底事件发生的概率

不具有模糊性时, 悬浮系统发生故障而不能工作的

概率为1% ;当Κ= 0时, 5
～

Κ= [ 0. 009 1, 0. 010 9 ],即

当各底事件模糊性很明显, 故障概率的不确定性较

大时, 悬浮系统失效的概率在 0. 91%～ 1. 09% 之

间变化.

5　故障诊断算法研究
　　当悬浮系统发生故障时,需要快速查找故障源

并对故障予以排除. 悬浮系统的故障诊断主要是通

过对所建故障树的节点逐层搜索来完成, 诊断算法

实现时利用各事件模糊故障概率 (参考历史数据)

作为启发信息,采用广度优先搜索技术,对树中的所

有故障进行查找, 直到最深层所有叶子节点被搜索

为止. 故障诊断程序流程如下:

　　1) 若悬浮系统故障 TX 事件没有发生,程序跳

转至 5) ;

　　2) 取下一层节点集Q ,计算Q 的模糊概率均值

并对其排序 So rt (Q ) ,若节点集Q 为空集,转 5) ;

　　3) 节点T estO ne= first (Q ) , R emove (T estO ne,

Q ) ,若 T estO ne发生故障,记录故障;

　　4) 若节点集Q 为空集,程序跳转至 2) ;否则,程

序跳转至 3) ;

　　5) 显示故障诊断结果,结束.

6　结　　语
　　本文在介绍悬浮系统工作原理的基础上,建造

了磁悬浮列车悬浮系统的模糊故障树并对其作了定

量分析. 通过分析可知,在充分考虑各事件故障概率

的不确定性时, 悬浮系统失效的概率在 0. 91%～

1. 09%之间变化,尽管这一分析结果具有一定的模

糊性,但比用精确的概率分析更有实际意义,更能说

明悬浮系统的可靠性程度. 通过对悬浮系统的故障

诊断算法进行研究,并在首尾车的主监控计算机内

进行了实验,因故障树搜索时利用了各事件的模糊

概率作为启发信息,所以提高了诊断搜索过程的速

度.
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