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变直径次梯度投影函数优化方法

江永亨, 周　威, 金以慧
(清华大学 自动化系,北京 100084)

摘　要: 拉格朗日松弛法的关键是求解对偶函数,而在对偶函数不可微的情况下人们经常采用次梯度法,为此提出

一种变直径次梯度投影法. 该方法根据投影性质确定对偶问题定义域的有效直径,从而使其收敛性不依赖于最优目

标值和对偶问题定义域直径等任何先验知识,并证明了其收敛性,给出了收敛效率. 通过一个指派问题说明了所提出

方法的有效性.
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Abstract: A key step of L agrangian relaxation is to op tim ize the dual function, and the subgradien t m ethod is

frequen tly used w hen the dual function is nondifferen tiab le. A subgradien t p ro jection m ethod w ith variab le diam eter

is p resen ted fo r the dual function of constra ined p rogramm ing. T he efficien t diam eter of the dual function is

determ ined acco rding to the p ro jection p ropert ies, consequen tly the convergence of the m ethod is independen t of any

p rio r know ledge such as the op tim al value, the diam eter of the dual function defin it ion dom ain, etc. T he

convergence is p roved, and the efficiency is given. A num erical test on an assignm ent p rob lem show the efficiency of

the m ethod.
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1　引　　言
　　近年来,基于拉格朗日松弛 (L R )的方法在解决

复杂优化问题方面得到了研究和应用. 求解对偶问

题可以获得拉格朗日乘子,进而求解拉格朗日函数

的最小化,以获得原问题的解. 基于L R 方法的关键

步骤在于对偶问题的优化,次梯度法是其常用的方

案. Po lyak [1 ]和A llen [2 ]研究了一种次梯度算法, 并

证明了算法的收敛性,但该算法依赖于对最优目标

值的估计. K im [3 ]等在扩展了 Po lyak 算法的基础

上, 提出一种变目标值的次梯度方法. K iw iel[4, 5 ]研

究了凸问题优化的次梯度投影方法,并给出了收敛

效率. K im 和 K iw iel的方法克服了对最优目标值的

依赖,但引入了对定义域直径的依赖,这个直径既影

响算法的效率又难以获得,因而对于先验知识的依

赖并没有得到解决.

本文在 K iw iel方法的基础上提出一种变直径

次梯度投影方法. 该方法克服了对除问题本身外任

何先验知识的依赖,并具有可以操作的停止准则.
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2　基于L R的优化方案
　　考察约束优化问题

m in f (x ) ,

s. t. g (x ) ≤ 0, x ∈X . (1)

其中: X 是一个紧集, f 和 g 分别是X 上的连续凸函

数, g (x ) ≤L f , g (x ) 的维数为 r. 其对偶问题如下:

m ax q (Κ) , s. t. Κ> 0.

其中

　q (Κ) = inf
x∈X

L (x , Κ) = inf
x∈X

(f (x ) + ΚΣg (x ) ). (2)

称L (x , Κ) 为拉格朗日函数, q (Κ) 为 f (x ) 的对偶函

数,式 (2) 为原问题 (1) 的对偶问题.

下面给出基于L R 的优化算法框架:

算法 1 (基于L R 的优化方案) [6 ]

Step 1: 取 k = 0, Κ0 ≥ 0;

Step 2: 求 x k 使得 q (Κk ) = L (x k , Κk ) ,如果满足

停止条件,转 Step 4;否则, k = k + 1;

Step 3: 更新 Κk ,转 Step 2;

Step 4: x k 和 Κk 分别为原问题和对偶问题的目

标解.

算法 1的关键是停止条件的选择和 Κk 的更新.

本文以原问题和对偶问题的间距误差作为停止条

件. Κk的更新要求解对偶问题,对偶问题是凸紧集上

的连续凹函数,下面研究其优化算法.

3　优化算法研究
　　算法 1中,对偶问题 (2) 的优化问题是关键,下

面提出一种变直径次梯度投影算法.

定义 1　对于凹函数 h (x ) ,如果存在 g (x 0) 使

得对于任意x有h (x ) ≤h (x 0) + (g (x 0) + x - x 0) ,

则称 g (x 0) 为 h (x ) 在 x 0 的次梯度.

q (Κ) 是凹函数,任意 ∃Κ有 q (Κ+ ∃Κ) ≤ q (Κ)

+ ∃ΚΣg (xΚ) ,可知 g (x ) 是 q (Κ) 的次梯度函数. 为了

研究 q (Κ) 的优化问题,首先引入一个松弛算子及其

重要性质[4 ].

考察一个闭凸集C < R N 和一个可行步长 t使得

0 ; tm in ≤ t≤ tm ax ; 2,定义松弛算子

R C , t (x ) = x + t (P C (x ) - x ). (3)

其中 P C (x ) 为 x 在 C 上的投影, 如果 C = Á , 则

P C (x ) = x.

性质 1　对任意 y ∈C , x ∈R N ,有

ûy - R C , t (x ) û 2 ≤

ûy - xû 2 - t (2 - t) ûx - P C (x ) û 2 ≤

ûy - xû 2 - tm in (2 - tm ax) d 2
C (x ). (4)

其中 d C (x ) = inf
y∈C

ûx - yû.

下面考察 q (Κ).

令 L (q, q lev
k ) = {Κûq (Κ) ≥ q lev

k }, 则有M 3 =

L (q, q3 ) 为最优点集. 由于 q (Κ) 的显示表达不易得

到,又考虑到次梯度的性质,可近似表达如下:

qλ(Κ; Κ′) = q (Κ) +〈g (x Κ) , Κ- Κ′〉,
其中 g (xΚ) 为 q (Κ) 的次梯度.

令 qk (Κ) = qλ(Κ; Κk ) , H k = {Κûqk (Κ) ≥ q lev
k }, y k

= P H k (Κk ). 考察如下投影迭代过程:

Κk+ 1 = P + (Κk + tk (yk - Κk ) ). (5)

其中: k = 0, 1, 2,⋯; 0 ; tm in≤ tk ≤ tm ax ; 2; P + 是

映射到正半空间的映射算子. 有

Κk+ 1 = P + (Κk + tk (q lev
k -

q (Κk ) ) g (x k ) öûg (x k ) û 2). (6)

其中: k = 0, 1, 2,⋯; 0 ; tm in≤ tk≤ tm ax ; 2. 对式 (6)

应用两次式 (4) ,则对任意 Κ∈H k IR N + ,有

ûΚ- Κk+ 1û 2 ≤

ûΚ- Κk û 2 - tm in (2 - tm ax) d 2
H k (Κk ) -

d 2
RN + (Κk + tk (y - Κk ) ). (7)

　　定理 1　对于凹函数 q (Κ) ,按式 (3) 进行迭代,

如果给定 Κ0和 q lev
k ; q3 ,则任意∆≥ 0,存在 km 使得

q (Κkm
) ≥ q lev

k - ∆.

证明 　 假设对于某 ∆≥ 0, 不存在 km 使得

q (Κkm
) ≥ q lev

k - ∆,则任意 k有 q (Κk ) < q lev
k - ∆. 不妨

令 q lev
k - q (Κk ) - ∆ = ∃ : 0,有

d 2
H k (Κk ) =

(q lev
k - q (Κk ) ) 2öûg (x k ) û 2 : (∃ + ∆) 2öL 2

f.

所以,当 k 足够大时, ûΚ- Κk+ 1û ; 0.

又由 q lev
k ; q3 和 q (Κ) ≤ qk (Κ) ,显然有M 3 Α

H k ,矛盾. 结论得证. □

定理 2[4 ]　对于凹函数 q (Κ) , 按式 (4) 进行迭

代, 给定 d Κ= sup
Κ, Κ′∈D

ûΚ- Κ′û和 q lev
k ,如果存在 km 使得

∑
km

k= 0
tm in (2 - tm ax) d 2

H k (Κk ) : d 2
Κ,则 q lev

k ≥ q3 .

K iw iel[4, 5 ] 依据定理 2 给出了一种变目标值次

梯度投影算法, 但其收敛性依赖于问题的定义域直

径. 本文依据定理 1 和定理 2 给出一个新的迭代方

案,使得算法不再依赖于 d Κ.

算法 2 (变直径次梯度投影算法)

Step 1:取k = 0; Κ0≥0; Ε, ∆0, d : 0; Θ0 = 0; 0 ;
Ξ ; 1; k d : 1. 求 x 0使得 q (Κ0) = L (x 0, Κ0) ,并得到

相应的可行解 xg
0. f 0 = f (xg

0) , q0 = q (Κ0) , q lev
0 = Ξf 0

+ (1 - Ξ) q0, qup
0 = q lev

0 , xθ = x g
0.

Step 2:如果 f k - qk≤ Ε, xθ即为目标解,算法结
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束;否则继续.

Κk+ 1 = P + (Κk + tk (q lev
k -

q (Κk ) ) g (x k ) öûg (x k ) û 2) ,

Θk+ 1 = Θk + tk (2 - tk ) d 2
H k (Κk ) +

d 2
RN + (Κk + tk (P H k (Κk ) - Κk ) ) ,

其中 0 ; tm in ≤ tk ≤ tm ax ; 2. 如果 q (Κk+ 1) ≥ qk ,则

qk+ 1 = q (Κk+ 1) ;否则 qk+ 1 = qk; k = k + 1.

Step 3:求 x k 使得 q (Κk ) = L (x k , Κk ) ,并得到相

应的可行解 xg
k. 如果 f (x g

k ) ≤ f k - 1,则 f k = f (x g
k ) , xθ

= xg
k;否则 f k = f k- 1.

Step 4. 1:如果Θk : d ,则qup
k = m in{q lev

k- 1, f k }, Θk

= 0;

Step 4. 2:如果 Θk ≤ d ,则 qup
k = m in{qup

k- 1, f k };

Step 5: 0≤∆k≤∆k- 1,如果qk≥q lev
k- 1 - ∆k ,则qup

k

= f k , d = k d d.

Step 6: q lev
k = w qup

k + (1 - Ξ) qk; 转 Step 2.

4　算法收敛性和效率证明
　　算法 2是基于L R 的优化算法, 其收敛性和效

率由 d 和 ∆k 决定,下面进行具体讨论.

引理 1　如果 d ≥ ûΚk - Κ3 û 2且对任意 k 有 ∆k

= 0,则对任意 Ε: 0,有

k : dL 2
f ( tm in (2 - tm ax) Ξ2 (1 - Ξ) 2Ε2) -

( (f (x 0) - q (Κ0) ) 2öΕ) 2ö(2eln (Ξ) ) ]
qup

k - qk ; Ε. (8)

　　证明　由于 d ≥ ûΚk - Κ3 û 2且对任意 k 有 ∆k

= 0, qup
k ≥ q3 . 如果算法 2 第 k 次循环第 l 次执行

Step 4. 1,则记 k ( l) = k 且 k (0) = 0. 对于 k ( l) ; k

≤ k (k + 1) ,有

Θk =

∑
k

j= k ( l) + 1
tj (2 - tj ) d 2

H k (Κj ) +

∑
k

j= k ( l) + 1

d 2
RN + (Κk + tk (P H k (Κk ) - Κk ) ) ≥

∑
k

j= k ( l) + 1

tj (2 - tj ) d 2
H k (Κj ) ≥

∑
k

j= k ( l) + 1
tm in (2 - tm ax) (q lev

k - q (Κk ) ) 2öûg (x k ) û 2.

因为 q lev
k - q (Κk ) ≥ Ξqup

k + (1 - Ξ) qk - qk = Ξ(qup
k

- qk ) ,且对于 k ( l) ; j ; k ≤ k ( l + 1) , qup
k - qk ≤

qup
j - q j , 又知道 ûg (x k ) û ; L f , 所以 Θk ≥ (k -

k ( l) ) tm in (2 - tm ax) (Ξ(qup
k - qk ) öL f ) 2.

由 于 Θk ; d , k - k ( l) ≤ dL 2
f ö( tm in (2 -

tm ax) (Ξ(qup
k - qk ) ) 2) ,由 Step 4和 Step 6知

　　　　qup
k ( l) - qk ( l) ≤ (qup

k (0) - q (0) ) Ξl ≤

(f (x 0) - q (Κ0) ) Ξl,

则给定任意 Ε: 0,对于 qup
k (m ) - qk (m ) : Ε,有

m ≤- ln ( (f (x 0) - q (Κ0) ) öΕ) öln (Ξ) ≤

- ( (f (x 0) - q (Κ0) ) öΕ) 2 (2eln (Ξ) ).

再考察

k - k ( l) ≤

dL 2
f ö( tm in (2 - tm ax) (Ξ(qup

k - qk ) ) 2) ;

k ( l) - k ( l - 1) ≤

dL 2
f ö( tm in (2 - tm ax) (Ξ- m + l+ 1Ε) 2) , 0 ; l≤m ;

k (m ) = m + ∑
m

l= 1

(k ( l) - k ( l - 1) ) ≤

dL 2
f ö( tm in (2 - tm ax) Ξ2 (1 - Ξ) 2Ε2) -

( (f (x 0) - q (Κ0) ) 2öΕ) 2ö(2eln (Ξ) ).

所以

k : dL 2
f ö( tm in (2 - tm ax) Ξ2 (1 - Ξ) 2Ε2) -

( (f (x 0) - q (Κ0) ) 2öΕ) 2ö(2eln (Ξ) ) ]
qup

k - qk ; Ε. □

　　引理2　如果d ; ûΚk - Κ3 û 2,则存在k使得q lev
k

≤ qk + ∆k.

证明 (反证法)　假设不存在 k 使得 q lev
k ≤ qk +

∆k ,则任意 k 有 qk ; q lev
k - ∆k. 不妨令 q lev

k - q (Κk ) -

∆= ∃ : 0,有d 2
H k (Κk ) = (q lev

k - q (Κk ) ) 2öûg (x k ) û 2 :
(∃ + ∆) 2öL 2

f. 所以,当 k 足够大时, Θk : d.

由 Step 4. 1,有 qup
k = m in{q lev

k- 1, f k }; 由 Step 6,

有 q lev
k = Ξqup

k + (1 - Ξ) qk. 则存在 k′使得 q lev
k′+ 1 -

qk+ 1 ≤ q lev
k′ - qk ,矛盾. 结论得证. □

定理 3　如果存在 k 3 使得∆k = 0, k≥ k 3 ,则算

法 2收敛.

证明　由引理 2可知,如果 d ; ûΚk - Κ3 û 2,算

法将得到q lev
k ≤qk + ∆k. 由Step 5可知,如果q lev

k ≤qk

+ ∆k ,则 d 变大. 所以算法最终可以得到 d ≥ ûΚk -

Κ3 û 2,则存在 k ,使得 d ≥ ûΚk - Κ3 û 2且 ∆k = 0, k ≥

k. 由引理 1 知, 对任意 Ε : 0, k - k : k :
dL 2

f ö( tm in (2 - tm ax) Ξ2 (1 - Ξ) 2Ε2) - ( (f (x 0) -

q (Κ0) ) 2öΕ) 2ö(2eln (Ξ) ) ] qup
k - qk ; Ε. 考虑 q (Κ) 的

连续性及其定义域的紧性,算法 2收敛. □

定理 3保证了算法 2的收敛性, 同时给出了算

法效率的估计. 当 d ≥ ûΚk - Κ3 û 2且 ∆k = 0,算法按

式 (8) 的效率收敛. 而整个算法的收敛效率还取决

于 d ≥ ûΚk - Κ3 û 2且 ∆k = 0的状况,这与 d 的初始

值和∆k序列的选取有关. 如果∆k的取值较大,则d的

增大会较快, d 的初值越接近 ûΚk - Κ3 û 2 越有利.
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5　算例分析
　　本文通过一个具有 10个节点的指派问题来说

明算法的有效性,参数随机产生. 图 1为变直径次梯

度投影算法的运算结果, 图 2 和图 3 为直径固定情

况下的运算结果. 图 1相关的参数为 d = 0. 02, ∆0 =

图 1　变直径次梯度投算法运算结果

图 2　小直径次梯度投影算法运算结果

图 3　大直径次梯度投影算法运算结果

4 , k d = 2 , ∆k+ 1 = 0. 9 ∆k ; 图2和图3中分别取d =

0. 02和 d = 4.

图中两条曲线分别为原问题最好可行解和对偶

值的变化曲线,横坐标为执行步数. 图 1中,从第 34

步开始曲线稳定, 间距误差为 0. 089; 图 2 中, 从第

31步出现稳定现象,第 81步又出现变化,间距误差

为 0. 473;图 3中,从第 62步开始曲线稳定,间距误

差为 0. 370. 可见变直径次梯度投影算法可以较快

地收敛于一个较好的结果. 而对于直径固定的情况,

如果给定直径过小则间距误差较大; 如果给定直径

过大则收敛速度较慢. 从而说明了变直径次梯度投

影算法的有效性.

6　结　　论
　　本文的变直径次梯度投影算法以原问题的值作

为对偶问题的真实上界,以原问题和对偶问题的间

距误差作为停止准则,在没有任何先验知识的情况

下,可以求解对偶问题和原问题. 算例表明,该算法

的效率接近于已知准确的对偶问题定义域有效直径

情况下的次梯度投影算法的算法效率.
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