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线性不确定系统多目标鲁棒保代价控制

王 德 进
(黑龙江大学 电子工程学院, 黑龙江 哈尔滨 150080)

摘　要: 针对一类线性范数有界不确定系统,讨论其多目标鲁棒保代价控制问题. 所设计的状态反馈控制器对所有

容许的不确定性,保证闭环系统的稳定性,并在非劣 (Pareto 最优)的意义下,优化多目标代价函数的上界. 通过加权

因子的选择来解决不同目标之间的竞争问题. 采用线性矩阵不等式方法,将问题转化为一个线性凸优化算法. 数值仿

真算例说明了所提出方法的可解性和有效性.
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Abstract: A m ulti2objective robust guaran teed co st con tro ller is designed fo r a class of linear no rm 2bounded unc2
erta in system s. T he designed sta te feedback con tro ller guaran tees the stab ility of the clo sed2loop system , and in

non inferio r (equ ivalen tly Pareto op tim al) sense, op tim izes the upper bound of m ult i2objective co st function fo r all

adm issib le uncerta in t ies. By selecting a vecto r2valued w eigh ting param eter app rop ria tely, the conflict ion among

competing ob jectives is set t led. T he p rob lem is reduced to a linear convex op tim ization algo rithm via LM I app roach.

N um erical sim ulation examp le show s the feasib ility and effectiveness of the m ethod.
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1　引　　言
　　自Chang 等[1 ]于 1972 年提出不确定系统的保

代价 (Guaran teed co st)控制问题以来, 不确定系统

以及不确定时滞系统的保代价控制便受到人们的广

泛关注,并取得了诸多成果[1～ 6 ]. 另一方面, 控制系

统的多目标设计一直是人们致力解决的课题[7, 8 ]. 多

目标设计的核心是处理不同目标之间的竞争问题,

给出一种折衷的解决方法.

本文针对一类连续时间线性范数有界不确定系

统,提出并求解其多目标鲁棒保代价控制问题. 首先

阐述了多目标优化的非劣解 (Pareto 最优解)的概念

及相关定理,将多目标优化控制问题转化为一标量

函数的优化控制问题,并通过加权因子向量的选择

来解决不同控制目标之间的竞争问题; 其次给出了

保证闭环系统渐近稳定且代价函数有上界的充分条

件;然后,从该条件出发,采用线性矩阵不等式技术,

得到了一个求解所提出的多目标鲁棒保代价控制的

线性凸优化算法;最后,通过数值算例说明了本文方

法的有效性.

2　问题的表述
　　考虑由下述状态方程和输出方程描述的线性不

确定系统:
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xα( t) = (A + ∃A ( t) ) x ( t) + 　

　 (B + ∃B ( t) ) u ( t) , (1)

x ( t0) = x 0, (2)

z i ( t) = C ix ( t) + D iu ( t) , i∈ sγ. (3)

其中: 指标集 sγ = {1, 2,⋯, s}, x ( t) ∈ R n 为系统状

态, u ( t) ∈R k为控制输入, z i ( t) ∈R p i ( i∈ sγ) 为系统
的 s个性能评价输出. 记

A ( t) = A + ∃A ( t) ,B ( t) = B + ∃B ( t) ,

且假设容许不确定性矩阵具有如下形式:

[∃A ( t)　∃B ( t) ] = H 0∃ ( t) [E a　E b ].

其中: A ,B , H 0, E a , E b为具有适当维数的已知矩阵;

∃ ( t) 为时变未知矩阵,且满足如下范数有界条件:

∃T ( t) ∃ ( t) ≤ I.

　　为推导简便,假设如下正交性条件成立:

C T
i D i = 0, i∈ sγ.

　　与不确定系统 (1)～ (3) 相关联的多目标代价

函数取为

J i =∫
∞

0
[z T

i ( t)Q iz i ( t) + uT ( t)R u ( t) ]d t, i∈ sγ.

(4)

其中: R > 0,Q i > 0 ( i∈ sγ) 为加权矩阵.

由于本文将讨论多目标优化控制问题, 有必要

明确所选择的多目标优化的概念[7, 9 ]. 设 8 代表任意
非空集合,令 f i: 8 →R + ( i∈ sγ) 为8 上的非负泛函,

则称点 x 0 ∈ 8 关于向量值函数 F (x ) = [ f 1 (x ) ,

f 2 (x ) ,⋯, f s (x ) ]T 为非劣的 (Pareto 最优的) , 如果

不存在 x ∈ 8 ,使得对所有 i∈ sγ,有 f i (x ) ≤ f i (x 0) ,

且对某一 k ∈ sγ有 f k (x ) < f k (x 0).

利用上述概念, 可将向量值函数优化问题转化

为标量函数的优化问题. 下述结果成立:

命题 1[7 ]　设 8 为赋范线性空间,且 F = [ f 1,

f 2,⋯, f s ]T 的每一元素在 8 上为凸函数. 令

+: = Κ∈R sûΚi ≥ 0,∑
s

i= 1
Κi = 1 . (5)

对 Κ∈ + ,考虑如下标量优化问题:

inf{ΚTF (x ) ûx ∈ 8 }. (6)

假设 x 0 ∈ 8 关于向量值函数 F (x ) 是非劣的,则存

在 Κ∈ +使得 x 0为式 (6) 的解. 反之,给定Κ∈ + ,如

果式 (6) 有一个解 x 0,则 x 0 关于 F (x ) 为非劣的.

构造无记忆状态反馈控制律

u ( t) = K x ( t). (7)

将式 (7) 代入代价函数 (4) ,有

J i (K ) =∫
∞

0
x T ( t) [C T

i Q iC i + 　　

K T (D T
i Q iD i + R ) K ]x ( t) d t, i∈ sγ.

由凸函数的定义,不难验证 J i (K ) ( i∈ sγ) 关于反馈
增益阵 K ∈ 8 是凸的. 其中 8 取为一般的矩阵赋范
空间. 对 Κ∈ + ,考虑如下定义的标量优化问题:

L = inf{ΚTJ (K ) ûK ∈ 8 }. (8)

其中J (K ) = [J 1 (K ) , J 2 (K ) ,⋯, J s (K ) ]T. 至此,给

出不确定系统多目标保代价控制的定义如下:

定义 1　考虑系统 (1)～ (3) ,给定Κ∈ +. 如果

存在无记忆状态反馈控制律 (7) 和标量L 3 > 0,使

得对所有容许的不确定性, 有: 1) 闭环系统是渐近

稳定的; 2) 标量性能指标 (8) 满足L ≤L 3 . 则称控

制律 (7) 为系统 (1)～ (3) 的一个多目标保代价控

制律,L 3 称为一个保代价.

注 1　多目标控制的任务之一就是解决不同目

标之间的竞争问题. 显然, 根据评价者对目标函数

J 1, J 2,⋯, J s重要程度的要求,适当选择一组Κ∈ + ,

即可解决不同目标之间的竞争.

下面给出一个矩阵不等式:

命题 2[10 ]　令 Y 为对称矩阵, H 和 E 为具有适

当维数的已知矩阵,且 ∃T ( t) ∃ ( t) ≤ I. 则有

Y + H ∃ ( t) E + E T ∃T ( t)H T < 0,

当且仅当存在一个标量 Γ> 0,使得

Y + ΓH H T +
1
ΓE TE < 0.

3　主要结果
　　在设计定义 1 给出的多目标保代价控制律之

前, 首先给出使闭环系统渐近稳定且代价函数 (8)

有上界的一个充分条件. 将无记忆状态反馈控制律

(7) 代入状态方程 (1) ,导致的闭环系统为

xα( t) = [A ( t) + B ( t) K ]x ( t). (9)

记A K ( t) = A ( t) + B ( t) K. 有如下引理:

引理 1　给定 Κ∈ +. 如果存在正定对称阵 P ,

反馈增益阵 K ,使得

PA k ( t) + A T
k ( t) P + K TR K +

∑
s

i= 1

Κi [ (C i + D iK ) TQ i (C i + D iK ) ] < 0,　(10)

对所有容许的不确定性成立, 则闭环系统 (9) 是渐

近稳定的,且代价函数 (8) 有上界L 3 ,即

L ≤L 3 = x T
0 P x 0. (11)

　　证明类似于文献[ 3 ].

　　注意到式 (10) 中含有系统的不确定性参数矩

阵,因此不能直接用于反馈控制律的设计. 利用命题

2的充要条件,可将这种不确定性消掉,并相应地给

出定义 1的多目标保代价控制律的设计方法.
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定理 1　给定 Κ∈ +. 如果存在正定对称阵 X ,

矩阵N ,以及标量 Ε> 0,使得
(A X + X A T +

B N + N TB T +

ΕH 0H T
0 )

J T
12 X E T

a + N TE T
b N T

J 12 - J 22 0 0

E aX + E bN 0 - ΕI 0

N 0 0 - R - 1

< 0

(12)

成立, 其中: J T
12 = [ Κ1 (X C T

1 + N TD T
1 ) ,⋯,

Κs (X C T
s + N TD T

s ) ], J 22 = b lock - d iag{Q - 1
1 ,⋯,

Q - 1
s }. 则控制律

u ( t) = N X - 1x ( t) (13)

是不确定系统 (1)～ (3) 的一个多目标保代价控制

律,且代价函数 (8) 有上界L 3 ,即

L ≤L 3 = x T
0X - 1x 0. (14)

　　证明　应用Schu r补引理,不等式 (10) 等价于

　　2 =
PA k ( t) + A T

k ( t) P + K TR K JθT
12

Jθ12 - J 22

< 0.

其中

JθT
12 = [ Κ1 (C 1 + D 1K ) T ,⋯, Κs (C s + D sK ) T ].

注意到:

2 =

P (A + B K ) + (A + B K ) TP + K TR K JθT
12

Jθ12 - J 22

+

PH 0 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0

� � ω �

0 0 ⋯ 0

∃θ ( t)

E a + E bK 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0

� � ω �

0 0 ⋯ 0

+

(E a + E bK ) T 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0

� � ω �

0 0 ⋯ 0

∃θT ( t)

H T
0 P 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0

� � ω �

0 0 ⋯ 0

.

其中 ∃θ ( t) = b lock - d iag{∃ ( t) ,⋯, ∃ ( t) }.

　　根据命题 2, 2 < 0当且仅当存在 Ε> 0, 使得
P (A + B K ) + (A + B K ) TP + K TR K JθT

12

Jθ12 - J 22

+

Ε

PH 0 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0

� � ω �

0 0 ⋯ 0

H T
0 P 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0

� � ω �

0 0 ⋯ 0

+

1
Ε

(E a + E bK ) T 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0

� � ω �

0 0 ⋯ 0

×

E a + E bK 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0

� � ω �

0 0 ⋯ 0

< 0. 　　　　　　　

由 Schu r补引理,上述不等式成立当且仅当
(P (A + B K ) +

(A + B K ) TP +

K TR K + ΕPH 0H T
0 P )

JθT
12 (E a + E bK ) T

Jθ12 - J 22 0

E a + E bK 0 - ΕI

< 0.

(15)

　　用分块对角阵 b lock - d iag{P - 1, I ,⋯, I , I }同

时左右乘不等式 (15) , 且令 X = P - 1,N = K X , 并

再次利用 Schu r补引理,即得不等式 (12).

根据变量变换关系, 代价函数 (8) 的上界为式

(14). □

注 2　代价函数的上界 (14) 依赖于系统的初始

状态. 为了去掉这种依赖性, 假设初始状态 x 0 为一

零均值协方差阵 E {x 0x T
0 } = I 的随机变量,于是

E {x T
0X - 1x 0} = tr{X - 1E {x 0x T

0 }} = tr{X - 1}.

由L 的定义式 (8) ,得

L ≤ t r{X - 1}. (16)

　　 最后, 根据定理 1 的结论, 给出如下求解多目

标保代价控制问题的一个凸优化算法:

定理 2　考虑系统 (1)～ (3) 和与其相关联的

代价函数 (8) ,给定 Κ∈ +. 如果线性凸优化算法

m in
Ε, X ,N ,M

t r{M },

s. t. 　1) 式 (12) 成立,

　　 2)
- M I

I - X
< 0, (17)

有解 Ε, X ,N ,M ; 则控制律 (13) 是一个多目标保代

价控制律,且代价函数 (8) 的一个上界为 tr{M }.

证明　应用 Schu r补引理,条件 2) 等价于X - 1

< M . 所以,由式 (16) 即得L < tr{M }. □

注 3　定理 2中的目标函数和线性矩阵不等式

约束均为凸的. 因此,对一组固定的Κ∈+ ,该优化算

法可给出问题的全局最优解.

4　仿真算例
　　考虑不确定系统 (1)～ (3) ,取 s = 2,且系数矩

阵为

A =
0 1

- 1 1
,B =

0

1
,

C 1 = [ 1　1 ], C 2 = [ 0　1 ],

D 1 = D 2 = 0,Q 1 = Q 2 = R = 1.

923第 3 期 王德进: 线性不确定系统多目标鲁棒保代价控制 　　



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

设不确定性系数矩阵满足 ‖∃A ( t)‖ ≤ 0. 2,

‖∃B ( t)‖≤ 0. 2. 取

H 0 =
0. 2 0

0 0. 2
, E a =

1 0

0 1
, E b =

1

0
.

　　应用定理 2的凸优化算法,对某些给定的 Κ∈
+ ,相应的控制器和代价函数的上界如表 1所示.

表 1　控制器和代价函数的上界

Κ1, Κ2 K L 3

0. 1, 0. 9

0. 5, 0. 5

0. 9, 0. 1

[21. 622 3　23. 468 0 ]

[21. 643 4　23. 500 3 ]

[21. 664 9　23. 534 2 ]

15. 137 4

14. 593 4

14. 059 6

5　结　　论
　　本文在非劣的意义下,给出了多目标鲁棒保代

价控制的一种解法. 该方法的特点是: 1)通过适当选

取加权因子,可处理不同目标间的竞争问题; 2)采用

线性凸优化算法进行控制器设计,保证了线性加权

目标函数上界的最优性. 值得指出的是:本文方法可

推广到具有状态时滞的不确定系统.
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