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一类时滞奇异系统的H ∞鲁棒控制

张永强, 马传贵, 刘粉林
(信息工程大学 信息工程学院, 河南 郑州 450002)

摘　要: 讨论一类具有状态及输入时滞的线性奇异系统的 H ∞鲁棒控制问题. 利用线性矩阵不等式 (LM I)方法,给出

一个使闭环系统正则、无脉冲模、稳定,且满足 H ∞鲁棒性能指标的状态反馈控制器存在的充分条件. 同时给出了一

类奇异系统可鲁棒镇定的充要条件.
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H ∞ robust con trol for a class of singular system s with tim e delay
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Abstract: T he H ∞ robust con tro l fo r a class of linear singu lar system s w ith sta te and inpu t delay is discussed. In ter2
m s of linear m atrix inequalit ies, a sufficien t condit ion is given w h ich ensures that the system is regu lar, impulse free

and stab le, and satisfies H ∞ perfo rm ance as w ell. M eanw h ile, a necessary and sufficien t condit ion of robust st2
ab ilizat ion is also p resen ted.
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1　引　　言
　　在流体的长管道传输和各种化工生产过程等实

际工程中,时滞是影响系统稳定的重要因素. 对于时

滞系统的研究,大多采用LM I方法将时滞问题等价

为一个二次稳定问题[1, 2 ]. 随着研究的深入,由于奇

异系统具有更广泛的适应性,对该系统的研究逐渐

成为热点. 文献[ 3～ 5 ]研究了几类特殊的奇异系统,

但没有涉及时滞问题.

本文考虑一类具有输入和状态时滞的奇异系统

的 H
∞鲁棒控制问题. 利用LM I方法, 给出一个使

得闭环奇异系统正则、无脉冲模、稳定, 且满足H
∞

性能指标的状态反馈控制器存在的设计方案; 同时

给出了使奇异系统二次稳定的充要条件; 最后通过

仿真说明了本文方法的有效性.

2　系统描述
　　考虑如下线性系统:

　　 E xα( t) =

　　 A x ( t) + A d x ( t - d 1 ( t) ) + B 1w ( t) +

　　 B 2u ( t) + B d u ( t - d 2 ( t) ) , (1a)

　　 z ( t) =

　　 Cx ( t) + C d x ( t - d 1 ( t) ) + D 1w ( t) +

　　 D 2u ( t) + D d u ( t - d 2 ( t) ). (1b)

其中: x ( t) = 0, t < 0, x (0) = x 0; x ( t) ∈Rn为系统

状态; w ( t )∈Rq为系统的干扰输入 , 且w ( t ) ∈
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L 2 [ 0,∞) ; u ( t) ∈Rp 为控制输入; z ( t) ∈Rm 为控

制输出;矩阵E ∈Rn×n可能是奇异的. 假设: rank E

= r≤ n; A ,A d ,B 1,B 2,B d , C , C d ,D 1,D 2 和D d 是具

有相应维数的常实数矩阵; d i ( t) ( i = 1, 2) 为时间延

迟,满足

0≤ d i ( t) < + ∞, d
õ

i ( t) ≤ Βi < 1, i = 1, 2. (2)

　　关于系统 (1) , 设计如下形式的连续时间状态

反馈控制律:

u ( t) = K x ( t) , (3)

其中 K ∈Rp×n 为一常值矩阵,是反馈增益. 使得对

于给定的 Χ> 0,结果满足H ∞范数界,即

‖z ( t)‖≤ Χ‖w ( t)‖.

　　将式 (3) 代入 (1) ,得到如下闭环系统:

E xα( t) = A K x ( t) + A d x ( t - d 1 ( t) ) +

　　　　B 1w ( t) + B d K x ( t - d 2 ( t) ) , (4a)

z ( t) = C K x ( t) + C d x ( t - d 1 ( t) ) +

　　　D 1w ( t) + D dK x ( t - d 2 ( t) ). (4b)

其中: A K = A + B 2K , C K = C + D 2K.

为讨论系统 (1) 的H ∞ 鲁棒控制问题和二次稳

定问题,引入如下引理:

引理 1[2 ]　 假设系统 (4a) 在零干扰情况下正

则、无脉冲模,则系统 (1a) 的解在[ 0, + ∞) 上存在,

且无脉冲模和唯一.

由文献[ 2 ] 中定理 1,明显有如下引理成立:

引理2　如果存在矩阵Q > 0, R > 0和矩阵P ,

使得

E P T = P E T > 0, (5)

A K P T + PA T
K +

1
1 - Β1

A d P TQ - 1PA T
d +

　　 1
1 - Β2

B d K P TR - 1P K TB T
d + Q + R < 0, (6)

则系统 (4a) 在零干扰情况下是正则、无脉冲模和稳

定的. 同时存在可逆矩阵G 和H ,使得

Eϖ = GEH =
I r 0

0 0
,

AϖK = GA KH =
A K 1 0

0 I n- r

,

Pϖ = GPH - T =
Pϖ11 Pϖ12

Pϖ21 Pϖ22

, (7)

且 Pϖ11 = PϖT
11 > 0, Pϖ21 = 0. 其中 P 使得式 (5) 和 (6)

成立. 此时称系统 (1a) 在零干扰下是二次可镇定

的.

由引理 2可证明如下引理成立:

引理 3　如果系统 (1a) 在零干扰下是二次可镇

定的,则它是鲁棒可镇定的.

3　主要结论
　　定理1　系统 (1a) 在零干扰条件下是二次可镇

定的当且仅当存在矩阵X > 0,Q > 0, R > 0及矩阵

Y ,使得
A K P T + PA T

K +

Q + R
A d P T B d K P T

PA T
d - (1 - Β1)Q 0

P K TB T
d 0 - (1 - Β2)R

< 0

(8)

成立,其中 P = EX + Y 5 T. 证明略.

定理 2　对给定的 Χ> 0,称系统 (1) 关于控制

器 (3) 在H ∞范数界Χ条件下是鲁棒可镇定的,如果

存在X > 0,Q > 0, R > 0及矩阵 Y 和M ,使得

A P T + PA T + B 2M
T + M B T

2 + Q + R A d P T B dM
T B 1 PC T + M D T

2

PA T
d - (1 - Β1)Q 0 0 PC T

d

M B T
d 0 - (1 - Β2)R 0 M D T

d

B T
1 0 0 - Χ2 I D T

1

C P T + D 2M
T C d P T D dM

T D 1 - I

< 0

(9)

成立. 其中: P = EX + Y 5 T ,M = P K T.

证明　由定理 1知,可在式 (5) 和 (7) 中取

P = EX + Y 5 T.

由于式 (9) 成立,有
A K P T + PA T

K +

Q + R
A d P T B dM T

PA T
d - (1 - Β1)Q 0

M B T
d 0 - (1 - Β2)R

< 0.

由定理 1可知,系统 (1a) 在零干扰下是二次可镇定

的,因此式 (5) 和 (6) 成立,即系统 (1) 在控制器 (3)

下是内部渐近稳定的.

下面证明系统 (1) 在控制器 (3) 下,对于给定的

Χ> 0,满足H ∞范数界,即‖z ( t)‖≤Χ‖w ( t)‖.

由定理 1可知,矩阵对 (E ,A K ) 正则, 因此存在

可逆矩阵G 和H 使得式 (7) 成立. 在系统 (4a) 中令
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　　　　　Aϖd = GA dH ,Bϖd = GB d K H ,

　　　　　Qϖ = GQ GT , Rϖ = GR G T. (10)

令　　　　S ( t) = H - 1x ( t) , (11)

则在零干扰情况下,式 (4a) 可写成

　　　　E Sα( t) = AϖdS ( t - d 1 ( t) ) +

　　 　　　　　　BϖdS ( t - d 2 ( t) ). (12)

取系统 (12) 的L yapunov函数为

V (S ) = S T
1 ( t) TPϖ- 1

11 S 1 ( t) +

∫
t

t- d 1 ( t) S
T (s) Pϖ- 1Qϖ Pϖ- TS (s) ds +

∫
t

t- d 2 ( t) S
T (s) Pϖ- 1Rϖ Pϖ- TS (s) ds,　(13)

则L yapunov函数V (S ) 沿系统 (12) 轨线的全导数

为

V
õ

(S ) ≤

2S T ( t) Pϖ- 1AϖK S ( t) + 2S T ( t) Pϖ- 1AϖdS ( t -

d 1 ( t) ) + 2S T ( t) Pϖ- 1BϖdS ( t - d 2 ( t) ) +

S T ( t) Pϖ- 1QϖPϖ- TS ( t) + S T ( t) Pϖ- 1 R P - TS ( t) -

(1 - Β1) S T ( t - d 1 ( t) ) Pϖ- 1QϖPϖ- TS ( t -

d 1 ( t) ) - (1 - Β2) S T ( t -

d 2 ( t) ) Pϖ- 1Rϖ Pϖ- TS ( t - d 2 ( t) ). (14)

将式 (7) , (10) 和 (11) 代入 (14) ,并令
　ΝT ( t) =

　[x T ( t) P - 1　x T ( t - d 1 ( t) ) P - 1　x T ( t - d 2 ( t) ) P - 1 ],

(15)

则有

　V
õ

(S ) ≤

　ΝT ( t) ×

　

A K P T + PA T
K +

Q + R
A d P T bd K P T

PA T
d - (1 - Β1)Q 0

P K TB T
d 0 - (1 - Β2)R

×

　Ν( t) ƒ V
õ

a (Ν). (16)

在零初始条件下,对于给定的 Χ> 0,令

J =∫
+ ∞

0
[z T ( t) z ( t) - Χ2w T ( t)w ( t) ]d t. (17)

因为 x (0) = 0,所以S (0) = 0,V (S (0) ) = 0,从

而,对任意非零的w ( t) ∈L 2 [ 0, + ∞) ,有

　J =

　∫
+ ∞

0
[z T ( t) z ( t) - Χ2w T ( t)w ( t) +

　Vα(S ) ]d t - V (S (∞) ) ≤

　∫
+ ∞

0
[z T ( t) z ( t) - Χ2w T ( t)w ( t) + Vα

a (Ν) ]d t. (18)

将式 (16) 代入 (18) ,并令
y T ( t) =

[x T ( t) P - 1 x T ( t - d 1 ( t) ) P - 1 x T ( t - d 2 ( t) ) P - 1 w T ( t) ],

(19)

则有　　　J ≤∫
+ ∞

0
y T ( t) Z y ( t) d t. (20)

其中

　Z =

( A d P T + PC T
KC d P T B dM

T + PC T
KD dM

T B 1 + PC T
KD 1

PA T
d + PC T

d C K P T - (1 - Β1)Q + PC T
d C d P T PC T

dD dM
T PC T

dD 1

M D T
d C K P T + M B T

d M D T
d C d P T - (1 - Β2)R + M D T

dD dM
T M D T

dD 1

D T
1C K P T + B T

1 D T
1C d P T D T

1D dM
T - Χ2 I + D T

1D 1

,

　( = A K P T + PA T
K + Q + K TR K + PC T

KC K P T ,M = P K T.

　　由 Schu r变换方法可知,式 (12) 成立等价于 Z

< 0,所以由式 (17) 可知‖z ( t)‖≤Χ‖w ( t)‖. 因

此系统 (1) 满足H ∞范数界 Χ. □
由定理 2可知,在式 (9) 成立的情况下,可以得

到系统 (1) 的控制律为

K = M T P - T = M T (EX + Y 5 T ) - T. (21)

4　算　　例
　　考虑如下连续时间时滞系统:

1 0

0 0
xα( t) =

1. 5 0. 5

- 1 2
x ( t) +

- 1 0

1 - 1
x ( t - d 1 ( t) ) +

0. 1

0. 1
w ( t) +

2

1
u ( t) +

0. 3

0. 2
u ( t - d 2 ( t) ) ,

　z ( t) =

　[ 1　0 ]x ( t) + [ - 1　0. 3 ]x ( t - d 1 ( t) ) +

　0. 1w ( t) + 2u ( t) + 0. 5u ( t - d 2 ( t) ) ,　

　Χ= 1, d 1 ( t) = 2 + 0. 2co st,

　d 2 ( t) = 5 + 0. 2sin3t.

由于 rank E = 1,可取5 = [ 0　1 ]T. 由式 (9) 及变量

的替换,以及M atlab 中的LM I too lbox 可解出连续

时间状态反馈为

K = M T (EX + Y 5 T ) - T =

[ - 17. 560 2　 - 0. 107 2 ].
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(a)　状态 1

(b)　状态 2

图 1　仿真曲线

在该反馈下, 由约束方程可知状态 2 可由状态 1 表

示. 因此,在取初值 x 1 (0) = 1时,系统状态的仿真曲

线如图 1所示.

5　结　　语
　　本文主要考虑了具有状态及输入时滞的奇异系

统H
∞鲁棒控制问题,给出了H

∞状态反馈控制器的

设计方案. 该方案可通过解一个LM I来实现. 状态

反馈 H
∞控制器不仅保证了闭环系统的二次稳定

性,而且保证了在一个正数 Χ条件下的H
∞范数界.
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5　基于双时钟的CDM A 移动通信网络的拥

塞软处理方法的特点
　　1) 在CDM A 移动通信系统中,根据上行链路

S IR 与 S IR req比较结果,确定移动网络的运行情况,

对呼叫采取不同的处理. 当系统发生拥塞时,通过拦

截优先级较低的呼叫,同时启动控制时钟,达到对移

动通信网络拥塞缓解的目的.

2) 通过设定两个时钟 T 1 和 T 2,使得移动网络

的拥塞及时得到缓解,尤其当移动网络某局部出现

严重拥塞时,时钟 T 2 的设定为尽快解除拥塞起了关

键作用,可见该控制方法具有一定的完善性.

3) 该控制模型作用于基站,能够保证缓解拥塞

时间短、呼叫等待时间短和呼损率低的特点,尤其在

高峰期能有效及时地解除拥塞,具有现实意义.

4) 该控制方法将预防式控制与反应式控制方

法相结合,简单方便,易于实现.
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