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摘　要: 提出了有理式多层前馈神经网络的数学模型, 给出了有理式多层神经网络的学习算法. 就计算复杂度而

言,有理式神经网络的学习算法与传统的多层神经网络反传播算法是同阶的. 函数逼近应用实例结果表明,将有理式

多层神经网络用于解决传统问题是有效的.
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Abstract: A m athem atic model of ra t ional fract ion m ult ip layer feed fo rw ard neural netw o rk s is p ropo sed. A learn ing

algo rithm fo r rat ional fract ion m ult ip layer neural netw o rk s is p resen ted. T he learn ing algo rithm has the sam e degree

of computing comp lex ity as tradit ional m ult ip layer neural netw o rk s. T he function app rox im ation is also discussed.

Experim ent resu lt illustra tes the effectiveness of the rat ional fract ion m ult ip layer feed fo rw ard neural netw o rk s in

so lving tradit ional p rob lem s.
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1　引　　言
　　近年来,人们对多层前馈神经网络模型拓扑结

构作了改进,不再是简单的只有相邻层神经元的互

连接 (如考虑输入层神经元直接与输出层神经元的

连接) [1 ] ,从而增大了网络的表达能力,减少了隐层

神经元的数目. 将神经元按输入层到输出层的顺序

级联在一起[2 ] ,网络的映射能力和学习算法的收敛

速度都有较大的改进. 认知机模型[3 ]考虑了感受野

神经元分为兴奋型神经元和拟制型神经元,通过多

层映射实现对模式的分类,具有较高的容错能力.

对多层神经网络函数逼近能力的研究一直是神

经网络函数逼近理论研究的热点,并取得了许多成

果[4 ]. 但是,这些结论并没有明确指出对于一类函数

问题用什么样的多层前馈神经网络,以较少的代价

实现. 具有奇异值函数的逼近问题是多项式逼近理

论中遇到的难题,也是神经网络函数逼近中较难实

现的问题,即使大量增加隐单元的个数也难以满足

函数逼近精度,而且学习时间较长.

2　有理式多层前馈神经网络模型
　　有理式多层前馈神经网络可以看作是对传统

多层前馈神经网络模型和认知机模型的改进和推

广. 设输入层有 n 个神经元, 输入向量为 X = (x 1,

x 2,⋯, x n). 隐层神经元可分为分子和分母部分, 其

中分子和分母部分各有p个神经元. 输入层到隐层
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分子部分的连接权向量为w i = (w i1,w i2,⋯,w ip ) , i

= 1, 2,⋯, n; 输入层到隐层分母部分的连接权向量

为 v i = (v i1, v i2,⋯, v ip ) , i = 1, 2,⋯, n. 输出层有m

个神经元,输出向量为 Y = (y 1, y 2,⋯, y m ) , 隐层到

输出层的连接权向量为 u j = (u j 1, u j 2,⋯, u jm ) , j =

1, 2,⋯, p. 有理式前馈神经网络的结构如图 1所示.

图中第 2 层单元实线部分表示分子单元及其连接

权,虚线部分表示分母单元及其连接权;第 3层单元

表示有理式整合部分, 第 2 层与第 3 层神经元之间

的连接不是全连接,且连接权为固定值 1. 设隐层单

元 (第 3层单元) 的输出为线性输出,输出层单元传

递函数为 Sigmo id 型函数.

图 1　含一个隐层的有理式前馈神经网络

隐层分子部分单元的输出为

h u j = ∑
n

i= 0

w ijx i. (1)

隐层分母部分单元的输出为

hd j = ∑
n

i= 0
v ijx i. (2)

第 3层单元的整合运算为

h j = hu j ög (h d j ). (3)

为防止出现零分母,可取 g (hd j ) = 1 + (hd j ) 2. 输出

层各单元的输出为

y k = f ∑
p

j = 0
u j kh j , k = 1, 2,⋯,m . (4)

3　学习算法
　　对具有连续传递函数的有理式前馈神经网络,

其学习算法可借鉴传统的前馈神经网络的误差反向

传播算法. 定义网络实际输出与期望输出的平方和

误差函数为

E =
1
2∑

m

k= 1

(y k - yδk ) 2. (5)

其中 yδk 表示期望输出. 由梯度下降算法, 网络权值

修正公式如下:

w ij = w ij - Α 5E
5w ij

,

i = 0, 1,⋯, n , j = 1, 2,⋯, p ; (6)

v ij = v ij - Β 5E
5v ij

,

i = 0, 1,⋯, n , j = 1, 2,⋯, p ; (7)

u jk = u j k - Κ 5E
5u jk

,

j = 0, 1,⋯, p , k = 1, 2,⋯,m . (8)

式中: Α, Β和 Κ为学习步长;而

5E
5w ij

=
x i

g (hd j )∑
m

k= 1

(y k - yδk ) f ′∑
p

j= 0
u jkh j u jk; (9)

5E
5v ij

= -
2h d jhu j x i

g (hd j ) 2∑
m

k= 1

(y k - y
δ

k ) f ′∑
p

j= 0
u j kh j u j k;

(10)

5E
5u j k

= h j (y k - yδk ) f ′∑
p

j= 0
u jkh j . (11)

4　应用实例
　　函数逼近问题. 选取具有奇异值的三角函数作

为算例, 计算函数f (x ) = s in (1öx )在区间 [ 1ö(2Π
+ 1) , 1 ]上 11个节点的函数值 (即 f (x ) = sinx 在

一个周期[ 1, 2Π+ 1 ]上的等距节点的函数值) ,如表

1所示.

表 1　f (x) = sin (x) 在[1, 2Π + 1 ]

　　区间 11个节点上的函数值

x f (x )

0. 137 3

0. 150 3

0. 165 9

0. 185 3

0. 209 7

0. 241 5

0. 284 6

0. 346 6

0. 443 1

0. 614 1

1. 000 0

0. 841 4

0. 363 0

- 0. 254 0

- 0. 774 0

- 0. 998 4

- 0. 841 4

- 0. 363 1

0. 253 9

0. 773 9

0. 998 3

0. 841 5

图 2　有理式多层神经网络函数逼近
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各个子 T 2S模糊系统的隶属度函数为

M 111 (x 11 (k ) ) = exp [ - 2x 2
11 (k ) ],

M 211 (x 11 (k ) ) = 1 - M 111 (x 11 (k ) ) ,

M 112 (x 12 (k ) ) =
1

1 + exp [ - x 12 (k ) ]
,

M 212 (x 12 (k ) ) = 1 - M 112 (x 12 (k ) ) ,

M 113 (x 13 (k ) ) =
1

1 + exp (- 2x 13 (k ) ) ,

M 213 (x 13 (k ) ) = 1 - M 113 (x 13 (k ) ).

利用M atlab的LM I工具箱中的函数“feasp”求解定

理 2中的LM I条件,可得出使该关联模糊大系统闭

环渐近稳定的分散化 PDC 控制器为

F 11 = [ - 0. 038 8　 - 0. 410 0 ],

F 21 = [ - 0. 037 6　 - 0. 514 2 ],

F 12 = [ 0. 471 0　0. 383 4 ],

F 22 = [ 0. 525 8　0. 408 4 ],

F 13 = [ - 0. 023 3　 - 0. 060 0 ],

F 23 = [ 0. 032 9　 - 0. 059 0 ].

4　结　　语
　　本文考虑了离散模糊大系统的分散镇定问题,

整个模糊大系统由N 个相互关联的子 T 2S 模糊系

统构成. 基于李亚普诺夫稳定性理论及大系统分散

控制理论,给出了保证该模糊大系统闭环渐近稳定

的分散化并行分布补偿 (PDC)控制器的设计方法.

这些分散控制器的存在条件均以LM I的形式出现,

因此可通过M A TLAB 的LM I工具箱有效地对其

进行求解. 数值仿真例子说明了本文方法的有效性.
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　　设计有理式前馈神经网络的拓扑结构为 12821,

即输入层只有 1 个神经元,隐层有 18 个神经元 (分

子、分母和整合层均有 6个神经元) , 输出层有 1个

神经元. 经过 42 718 次学习之后,网络的输出误差

为 0. 001 003 833 847 214 56,如图 2所示.

5　结　　论
　　有理式前馈神经网络是传统前馈神经网络的一

般形式,传统前馈神经网络所具有的性质 (如函数逼

近和计算能力等)也适用于有理式前馈神经网络. 就

计算复杂度而言,有理式前馈神经网络BP 算法与

前馈神经网络BP 算法相比是同阶的.
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