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摘　要: 通过采用 S 2过程和投影引理,得到了结构奇异值上界的LM I判据. 该判据是基于状态空间描述的,从而消

除了频率扫描过程和频率响应曲线拟合过程,并具有较好的数值性态. 以该判据为基础,给出了计算结构奇异值上界

的优化投影迭代算法,并将该方法应用于基准测试系统和典型电力系统,以验证其有效性. 数值结果表明,该方法与

经典频域方法和状态空间方法相比具有更好的求解效率.
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Abstract: By using S 2p rocedure and p ro jection lemm a, new Λ upper bounds fo r a dynam ic system are derived in ter2
m s of LM Is. Since the app roach bases on sta te2space, it requ ires no frequency sw eep and frequency response curve

fit t ing and therefo re has a better num erical p roperty. Based on th is resu lt, a specia lly op tim ized p ro jective itera t ion

algo rithm fo r computing the Λ upper bound is derived. To demonstra te the effcetiveness, th is app roach is app lied to

benchm ark system and typ ical pow er system. N um erical sim ulation resu lts of th is app roach are compared w ith tho se

of classical frequency dom ain and sta te2m ethods.
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1　引　　言
　　自文献[ 1, 2 ]提出结构奇异值 (Λ)理论以来,由

于其广泛的适用性及其可以精确地处理具有混合不

确定性系统的鲁棒分析与综合问题,一直是鲁棒控

制理论研究中的重点[3, 4 ]. 但是,基于频域的研究方

法都必不可少地需要有频率扫描过程,这便导致了

计算量的增加,而且在 Ξ2Λ曲线不连续的情况下很
难得到准确结果. 针对这些不足,人们提出了一些极

具发展潜力的新的研究方向. 文献[ 5, 6 ]分别提出了

基于NM I ( N on linear M atrix Inequality ) 和BM I

(B i2L inear M atrix Inequality)的 Λ方法, 但迄今为

止,BM I和NM I的数值算法还远未成熟. 文献 [ 7 ]

给出了基于LM I的 Λ分析方法,该方法是基于状态

空间描述的,不需要频率扫描过程,同时该方法具有

良好的数值性态 (多项式时间复杂度) ,这使得该方

法能够更加有效地处理实际控制工程中的问题. 文

献[ 8 ]考虑了该方法在电力系统中的具体应用,并从

数值计算的角度考虑了对算法的优化.

文献 [ 9, 10 ]提出并予以完善的 S 2过程作为一
种处理非凸优化的有效手段,对于带有非负定二次

型约束的半正定规划问题,采用S 2过程可将该非凸优
化问题转换成凸优化问题而不过多地引入保守性.
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本文在文献 [ 7, 8 ]的基础上,采用 S 2过程方法将文
献 [ 7, 8 ]中LM I形式的判据简化,给出了形式较为

简单的基于LM I的 Λ分析方法; 以文献 [ 7, 8 ]中的

数值模型与优化算法为基础,给出了该方法的数值

算例,并对数值结果与经典频域方法和状态空间方

法[3, 7 ]的结果进行了比较.

2　预备知识与问题描述
2. 1　预备知识

本文采用M A TLAB 符号 [x ; y ] 表示将矩阵 y

的行向量附加在矩阵 x 的行向量之后所形成的矩

阵,其中 x 和 y 具有相同的列数. S n , Gn和P n分别

表示R n×n 中的对称矩阵、反对称矩阵和正定矩阵子

空 间. 对适当阶数方阵 G , H eG = G + G T.

A m×n (0m×n , 1m×n) 表示m 行n列的实矩阵 (02矩阵, 12

矩阵). d iag
n

i= 1
A i表示矩阵diag (A 1,A 2,⋯,A n). 其他符

号定义参见文献[ 7 ].

引理 1[11 ]　对给定矩阵 G = G T ∈ R n×n ,U ∈

R n×p ,V ∈R n×q,以下命题等价:

1) 存在X ∈R p×q 满足H e (U X V T ) + G > 0;

2) U ⊥
T

GU ⊥> 0,V ⊥
T

GV ⊥> 0.

2. 2　问题描述

本文研究的 Λ控制问题可描述为: 对给定不确

定量集合 U , Χ∈ R + 及广义标称系统 G (s) ∈

RH ∞,判断频域条件

sup
Ξ∈R

ΛU (G ( jΞ) ) ≤ Χ (1)

是否满足. 其中G (s) 有以下状态空间实现:

G (s)～
A l×l B l×m

Cm×l D m×m

.

　　不确定量集合U 和结构奇异值 ΛU (G ) 分别定

义如下:

定义 1[1 ]　给定非负整数 lr, lu及非负整数数组

{k r
1,⋯, k r

lr
}, {k u

1,⋯, k u
lu },其中∑

lr

i= 1
k r

i + ∑
lu

i= 1
k u

i = m . 不

确定量集合U < Cm×m 定义为

U = {diag (r1 I k r
1 ,⋯, r lr

I k r
lr
, ∃1,⋯,

∃ lu
) û r i ∈R , û r iû ≤ 1, i∈ lr;

∃ j ∈C ku
j×ku

j , Ρλ(∃ j ) ≤ 1, j ∈ lu}. (2)

并记: U r = U û ∃ i≡0,U u = U û k r
i = 0.

定义2[1 ]　对给定常值复矩阵G∈Cm×m 和不确

定量集合U ,结构奇异值 ΛU (G ) 定义为

ΛU (G ) = {infΧûΧ> 0, det (ΧI -

G∃) ≠ 0, Π ∃ ∈U }.

3　Λ分析的线性矩阵不等式方法
　　 直接根据定义 2很难判断式 (1) 是否成立. 文

献[ 7 ]采用正实引理和M u lt i2Convex ity假定将频域

中的Λ分析问题 (1) 转化为LM I可行解的存在性问

题,但该条件不适于处理U 结构比较复杂的情况 (包

含有 2lr + lr个LM I). 本文在文献[ 7 ] 的基础上,采

用 S 2过程得到以下充分性LM I判据:

引理 2　对于式 (2) 给定的U , Χ∈R + 及G (s) ,

式 (1) 成立当且仅当对Π ∃ r∈U r存在X ∈X 满足
　　　　　H e (M X N T ) + L L T > 0. (3)

其中

X = {d iag (P ,Q ,Q ) ûP ∈ S l,Q ∈Q},

Q= {d iag (q1 I ku
1 ,⋯, q lu I ku

lu
) ûq i∈R , i∈ lr},

M = -

A B T C 0

C D T C 0

0 0 I k

,N =

I B T C 0

0 D T C 0

0 0 - I k

,

L = L r∃ r + L u ,L r =

B

D

0

,L u =

0

- ΧI

T T
C

,

T C =
0 (m - k )×k

I k

, k = ∑
lu

i= 1

k u
i.

　　证明　由文献[ 7 ] 可知,式 (1) 成立当且仅当

对Π ∃∈U 存在P ∈S l,U ∈Rm×l,V ∈Rm×m 满足

　　　　　　　H eX r (∃) > 0. (4)

其中

X r (∃) =
B ∃U - A P B ∃V

(D ∃ - ΧI )U - C P (D ∃ - ΧI )V
.

易知对Π ∃∈U 有∃ = ∃ r + T C ∃uT T
C , ∃ r∈U r, ∃u∈

U u ,即

H eX r (∃) =

H eX r (∃ r) + H e
B

D
T C ∃uT T

C [U　V ] .

采用 S 2过程[12 ] 易证式 (4) 成立当且仅当对Π ∃ r∈

U r 存在 P ∈S l,U ∈Rm×l,V ∈Rm×m ,Q′∈Q满足

H eX r (∃ r) -
B

D
T CQ′T T

C

B

D

T

[U　V ]T T C =

H e M

p

Q

Q

N T + L [U　V ]

I 0

0 I

0 0

T

> 0.

(5)

其中Q = Q′ö2∈Q. 对式 (5) 中的U 和V 项应用引

理 1,则由 F in sler引理[12 ] 有式 (3) 成立. □

引理 2中的乘子 X 依赖于 (参数) 不确定量 ∃ r

842　　 控　　制　　与　　决　　策 第 19 卷



的选取,因而R 2LM I条件 (3) 难于直接验证. 参考文

献[ 13 ],可假定X 为 ∃ r的仿射线性函数,即

X (∃ r) = X 0 + r1X 1 + ⋯ + rlr
X lr

,

X 0, X i ∈X , i∈ lr. (6)

由该假定及以下引理可得式 (3) 成立的充分条件:

引理 3　给定U 如式 (2) 及适当维数实矩阵 T 1

= T T
1 , T 2, T 3, T 4,如存在 T 满足

H TT H ≥ 0, Π ∃ ∈U , (7)

且

T 1 T T
3

T 3 0
-

0 T 2

I T 4

T
0 T 2

I T 4

T

> 0, (8)

则有

T 1 + H e (T 2∃ ( I - T 4∃) - 1T 3) > 0,

Π ∃ ∈U. (9)

其中H =
( I - ∃T T T

4 ) - 1∃TT T
2

( I - T T
4 ∃T ) - 1T T

2

.

　　证明　对 Π ∃ ∈U 及适当维数矢量 u 定义

p = ( I - ∃T T T
4 ) - 1∃TT T

2 u ,

q = ( I - T T
4 ∃T ) - 1T T

2 u.

易证 p 和 q满足 q = T T
2 u + T T

4 p ,由式 (7) 有

uTH TT H u =
p

q

T

T
p

q
≥ 0. (10)

由式 (8) 有

u

p

T T 1 T T
3

T 3 0
-

0 T 2

I T 4

T
0 T 2

I T 4

T u

p
=

u

p

T T 1 T T
3

T 3 0

u

p
-

p

q

T

T
p

q
> 0.

考虑到式 (10) ,则有

u

p

T T 1 T T
3

T 3 0

u

p
=

uT (T 1 + H e (T 2∃ ( I - T 4∃) - 1T 3) ) u > 0.

即有式 (9) 成立. □

定理 1　给定U 如式 (2) , Χ∈R + 及G (s) ,令 a

= l + m + k ,如存在X 0, X i ∈X , S i∈S a , R i ∈

P a , G i∈Ga , i∈ lr,满足R i + S i ≥ 0及

H 1 H T
31 H T

32 ⋯ H T
3lr

H 31 H 41 0 ⋯ 0

H 32 0 H 42 ⋯ 0

� � � ω �
H 3lr

0 0 ⋯ H 4lr

> 0, (11)

则有式 (1) 成立. 其中: H 1 = H e (M X 0N
T ) - ∑

lr

i= 1
R i

+ L uL
T
u , H 3i = M X iN

T + G i + L iL
T
u , H 4i = H eD i -

S i, D i = L iL
T
i ö2,L i = L r∃ rû rj = ∆ij

, ∃ r∈U r; i, j ∈ lr.

　　证明　已知

L = L r∃ r + L u = ∑
lr

i= 1

(r iL i) + L u.

注意到L iL
T
j = 0 ( i, j ∈ lr, i≠ j ) ,则由式 (6) ,式 (3)

可表示成

H e (M X N ) T + L L T =

T 1 + H e (T 2∃� ( I - T 4∃�) - 1T 3).

其中

T 1 = H e (M X 0N
T ) + L uL

T
u ,

T 2 = [T 1
2　T 2

2　⋯　T lr2 ],

T i
2 = [ I　0 ], T 3 = [T 1

3; T 2
3;⋯; T lr3 ],

T i
3 = [M X iN

T + L iL
T
u ; I ],

T 4 = diag (T 1
4, T 2

4,⋯, T lr4 ) ,

T i
4 = [ 0　D i; 0　0 ],

∃� = diag (r1 I 2a , r2 I 2a ,⋯, r lr
I 2a).

即式 (3) 等价于判断

T 1 + H e (T 2∃� ( I - T 4∃�) - 1T 3) > 0, Π ∃�∈U�.

其中

U
� = {diag (r1 I 2a , r2 I 2a ,⋯, r lr

I 2a) û r i ∈

R , û r iû ≤ 1, i∈ lr}.

应用引理 3,构造矩阵乘子

T =
S G

G T R
, S ∈S U� , R ∈RU� , G ∈GU�;

S U� = {diag (S 1,⋯, S lr
) ûS i∈S 2a , i∈ lr};

RU� = {diag (R 1,⋯, R lr
) ûR i ∈P 2a , i∈ lr};

GU� = {d iag (G 1,⋯, G lr
) ûG i∈G2a , i∈ lr}.

其中

S i = [S 11i　S 12i; S T
12i　0 ], S 11i∈S a;

R i = [R 11i　R 12i; R T
12i　0 ], R 11i ∈P a;

G i = [G 11i　 - I; I　G 22i ], G 11i ∈Ga , i∈ l r.

且满足

D iG 22i = S 12i,D iR
T
12i ∈Ga , R i + S i≥ 0, i∈ lr.

(12)

则对Π ∃∈U�有式 (7) 成立. 将T 带入式 (8) 即可得

式 (11) , 其中: S i = S 11i, R i = R 11i, G i = - D iR
T
12i -

C 11i,由引理 3定理得证. □

当对精度要求不高或问题规模较大时, 可对矩

阵乘子 T 的结构进一步附加约束 (同时也会带来一

定的保守性) ,得到定理 1的简化形式:

推论 1　给定U 如式 (2) , Χ∈R + 及G (s) ,如存

在X 0, X i∈X , R i = diag (R′i, R″i) , R′i∈P l+ m , R″i
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∈P k , i∈ lr及Κ, Γ∈R ,满足式 (11) 及
Κ 1

1 Γ
≥ 0,

则有式 (1) 成立,其中

H 1 = H e (M X 0N
T ) - ∑

lr

i= 1
R i + H

�
1,

H� 1 =

0 l 0 0

0 Χ2 I - ΚT CT T
C 0

0 0 (1 - Χ2Γ) I k

,

H 3i = M X iN
T + L iL

T
u ,

H 4i = H eD i + R i, i∈ lr.

4　Λ分析优化算法
　　判据 (11) 可化成如下一般形式LM I:

H e (A iL (x )B T
i ) > 0, i∈ n. (13)

其中: A i∈Rm i×p 和B i∈Rm i×q为已知, x ∈R r为优

化变量,线性算子L : R r û→R p×q将R r映射到R p×q中

的 r维线性子空间,L TL = I r; A i,B i及L 的具体
形式可由判据 (11) 确定,定义线性算法 Ε为

x û→ diag
n

i= 1
H e (A iL (x )B T

i ) ,

则判据 (11) 等价于判断S 中 r维线性子空间 Im Ε=

{Ε(x ) ûx ∈R r} 与正定矩阵锥P 是否存在交集. 该

问题可采用投影迭代法[14 ]判断:给定X (0) = I ,设已

知X (k ) > 0,则有

X (k+ 1) =
(2 + Θ)X - 1

(k )

1 + Θ -
X - 1ö2

(k) F (x (k ) )X - 1ö2
(k )

1 + Θ

- 1

.

其中

Θ= m ax
1≤i≤m

ûΚi (F (x (k ) ) - 1û , (14a)

F (x ) = X - 1ö2
(k) Ε(x )X - 1ö2

(k ) , (14b)

x (k) = arg m in
x∈R r
‖F (x ) - I‖F. (14c)

当 x (k )满足‖F (x (k) ) - I‖F < 1时,可知 Im Ε与P
存在非空交集. 当‖X - 1

(k)‖大于给定上界时迭代终

止 ( Im Ε与P 的交集为空).

参考文献[ 8 ],本文采用共轭梯度法求解 (14c) ,

考虑到线性算子 Ε的分块结构, 可令 X (k) =

diag
n

i= 1
X i

(k) ,则有

F (x ) =

d iag
n

i= 1
H e (X i

(k) ) - 1ö2A iL (x ) (X i
(k) ) - 1ö2B i

T ,

F T (y ) =

L T ∑
n

i= 1

(X i
(k) ) - 1ö2A i

TH e (y ) (X i
(k ) ) - 1ö2B i .

(15)

由式 (15) 即可构造相应的共轭梯度算法. 数值结果

表明,对于式 (11) 该方法比正交分解方法具有更好

的求解效率.

5　数值算例
　　分别采用G2D 乘子方法[3 ]、LM I方法[7 ]和推论

1计算文献[ 7 ]所给算例和文献[ 8 ]中所用电力系统

模型 (包括开环系统,AV R + PSS 和 Λ控制器闭环
系统) 的Λ上界. 表1为系统Λ上界和平均CPU 时间

(P4 1. 5G, 512M B , RH L inux7. 0,M A TLAB 6. 0 fo r

L inux) ,图 1～ 图 4分别给出了系统的 Ξ2Λ曲线.

表 1　Λ上界 (Λλ) 和平均CPU时间 ( t)

P roblem 文献[ 3 ] 文献[ 7 ] 推论 1

Benchm ark [7 ] Λθ 3. 073 9 3. 074 7 3. 074 6

t 131. 248 s 12. 536 s 10. 983 s

开环系统[8 ] Λθ 1. 294 5 1. 312 2 1. 318 3

t 3 640 s 98. 2 s 61. 1 s

AV R + PSS [8 ] Λθ 1. 273 2 1. 305 4 1. 298 9

t 4 460 s 124 s 68. 6 s

Λ控制器[8 ] Λθ 0. 979 6 0. 985 1 0. 984 7

t 3 820 s 106 s 62. 1 s

　　数值算例表明,本文提出的 Λ上界判据 (定理 1

或推论 1) 与文献 [ 3, 7 ] 中的结果具有相似的精确

度,但与频域方法[3 ] 相比,判据定理 1或推论 1是基

于状态空间描述的,因而不再需要频率扫描过程,且

LM I判据 (11) 的规模为O (a lr) (文献[ 7 ] 所给判据

为O (2lra) 复杂度) ,从而该判据与优化LM I算法结

合使用可以处理U 结构比较复杂的情况.

由图1～ 图4可知,开环系统的Λθ值大于1 (Λθ =

1. 318 3) , 说明开环系统在给定的扰动作用下不是

鲁棒稳定的. 扰动量至少缩减到 1öΛ= 0. 758 6以后

才能保证系统鲁棒稳定. 从 Λ曲线分析可知,AV R

+ PSS 控制器的控制效果并不比手动控制 (开环系

统) 效果好 (Λθ = 1. 298 9) ,但AV R + PSS控制器使

系统的 Λ曲线的光滑性更好. 大量数值算例表明,具

有较平坦的 Λ曲线的系统,通常具有更好的鲁棒性.

图 1　ΛU (G) 上界 (Benchmark系统[7 ])
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图 2　ΛU (G) 上界 (开环系统[8 ])

图 3　ΛU (G ) 上界 (AVR + PSS闭环系统[8 ])

图 4　ΛU (G) 上界 (Λ控制器闭环系统[8 ])

Λ控制器能显著降低系统的 Λ值 (Λθ = 0. 984 7) ,即

增强系统的鲁棒性, 使上述系统在给定的扰动作用

下都能达到稳定.

6　结　　论
　　本文提出了一个新的基于LM I的混合 Λ分析
方法, 通过采用 S 2过程, 将 R 2LM I形式的判据简

化,得到了可验证的基于LM I的混合 Λ分析判据.

通过对现有LM I形式的 Λ分析的投影迭代算法进
行优化,给出了基于大规模稀疏LM I算法的 Λ鲁棒
分析方法. 数值结果表明,该方法与经典频域方法和

状态空间方法相比具有更好的求解效率.
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