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不确定性离散时间系统非保守自适应鲁棒控制
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摘　要: 研究含未知干扰和互质因子摄动离散时间不确定性系统的自适应鲁棒控制问题,为非保守的自适应鲁棒镇

定提出一种广义参数递推估计方法. 基于确定性等价原理,并利用 Ι1 设计方法提出一种自适应鲁棒控制策略, 证明

了自适应算法的全局收敛性,给出了一个可验算的鲁棒稳定性条件, 证明了该鲁棒稳定性条件是非保守和最优的.
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Abstract: T he adap tive robust stab ilizat ion p rob lem is investigated fo r a discrete2t im e p lan t sub jected to bo th

cop rim e facto r pertu rbations and unknow n external distu rbances. A recursive ex tended param eter est im ation

algo rithm is p ropo sed to m eet non2conservative adap tive robust stab ilizat ion. U sing the certa in ty equ ivalence

p rincip le, an adap tive robust schem e based on the Ι1 design m ethodo logy is p ropo sed and is show n to be globally

convergen t. Furthermo re, a computab le condit ion fo r the robust stab ility of the adap tive schem e is given and show n

to be nonconservative and op tim al.
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1　引　　言
　　自 20世纪 70年代以来, 自适应控制理论有了

很大的发展, 在理想情况下, 提出了各种自适应控

制算法,并对许多重要问题 (如收敛性和稳定性)都

有严格的理论分析[1 ]. 然而, 80 年代初Roh rs[2 ]针

对关于对象存在未建模动态和未知干扰时自适应算

法会发散的发现, 提出了自适应系统的鲁棒性问

题, 在这一领域引起了极大的关注, 并发展形成了

鲁棒自适应控制理论[3 ].

20世纪 90年代以来, 利用成熟的最优鲁棒控

制理论 (如H ∞控制理论和 Ι1 控制理论)作为系统鲁

棒分析和综合工具来研究自适应鲁棒控制, 已发展

形成一个新的研究方向[4, 5 ]. 文献[ 5 ]针对未知持续

干扰的最优抑制问题率先研究了基于 Ι1 优化设计
的自适应控制问题; 针对同时含有未知干扰和未建

模动态的系统, 文献[ 6 ]提出了有效的自适应鲁棒镇

定策略; 文献[ 7 ]研究了自适应鲁棒跟踪问题, 给出了

最坏情况下自适应鲁棒跟踪的紧的误差界; 文献[ 8 ]

研究了互质因子摄动系统的自适应鲁棒镇定

问题,但得到的自适应系统的鲁棒稳定性条件与相

应的非自适应系统相比具有相当大的保守性.

本文研究了具有一般性的含未知干扰和互质因

子摄动离散时间不确定性系统的自适应鲁棒控制问

题. 首先利用集员辨识的思想, 提出一种广义参数
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递推估计方法; 然后在此基础上结合 Ι1 优化设计方
法提出一种自适应鲁棒控制策略, 利用时变系统的

稳定性[9 ]和二块 Ι1 优化设计的连续性[10 ]证明了自

适应算法的全局收敛性, 并给出了一个可验算的鲁

棒稳定性条件. 与现有的结果相比, 本文所考虑的

不确定性系统具有一般性, 所提出的自适应系统的

鲁棒稳定性条件是非保守和最优的.

2　记号和定义

‖x‖∞ =
def

m ax
i

ûx ( i) û , Ι∞ =
def

{x :‖x‖∞ < ∞},

‖x‖1 =
def

∑
∞

i= 0
ûx ( i) û , x

δ =
def

∑
∞

i= 0
x ( i) z i,

Ι1 =
def

{x :‖x‖1 < ∞}.

在不引起混乱的情况下将 x 与 xδ视为同一.

记 # TV 表示 Ι∞ 上的线性有界因果时变算子空
间;记 # T I为 # TV 中只含时不变算子的子空间, 显然

# T I与 Ι1 等距同构.

定义 1[9 ]　若G ∈ # TV 满足以下条件: 对任意

t, Σ, 存在常数 ΧG 使得‖G t - G Σ‖≤ ΧG ,则称G 为

慢时变算子.

G ∈ # TV 满足定义 1的条件, 则记G t的集合为

STV (ΧG ). 这时定义 1等价为G 为慢时变算子, 则

G t∈ STV (ΧG).

给定算子 g ∈ Ι1 的积分时间绝对误差 (e ITA ) 定

义为

ITA E (g ) = ∑
∞

k= 0
kûg (k ) û.

令 gδ′(z ) =
d

dz
gδ(z ) , 显然有 ITA E (g ) = ‖g′‖1.

3　互质因子摄动系统的最优鲁棒镇定控制

器设计
　　考虑用以下含未知干扰的互质因子摄动模型

集描述的不确定性离散时间系统:

( (A + ∃A ) y ) ( t) = ( (B + ∃B ) u ) ( t) + v ( t).

(1)

式中: A ,B ∈ # T I且互质; ∃A 和 ∃B 为摄动因子; u , y

和 v 分别为输入、输出和外部干扰.

　　考虑图1所示反馈系统 , 图中Gδ0 = BδAδ- 1为方

图 1　反馈控制系统

程 ( 1)描述的标称模型 , 由Yo u la参数化方法[11 ] ,

所有镇定G
δ

0 的控制器集合表示为

S (G 0) = {C
δ = (Xδ + Q

δ
A
δ) (Y

δ -

Q
δ
B
δ) - 1ûQ

δ∈A , Y
δ - Q

δ
B
δ≠ 0}. (2)

式中: X B + YA = 1; X , Y ∈ # T I.

互质因子摄动系统的最优鲁棒镇定问题可归结

为如下二块 Ι1 优化问题[12 ]:

Λ = inf
C∈S (G0)

G y v

G uv
1

= inf
Q∈Ι1

Y - QB

X + QA 1

. (3)

式中: G y v和G uv分别表示从干扰 v到输出 y 和输入 u

的传递算子, 并且由文献[ 12 ] 定理 3. 1可知, 反馈

系统的最大稳定裕度满足‖ (∃A　∃B )‖1 ≤ 1öΛ.

由文献[ 13 ] 可知, 一般情况下优化问题 (3) 等

价于一个无穷维线性规划问题, 不一定存在有限维

最优解, 但可用 FM V (有限维变量) 截断法求次优

解. 令∆为截断阶数, 则对应于优化问题 (3) 的次优

问题可写成

Λ∆ = m in
K∈S ∆

Y

X
- K 1ø = K 2

1

. (4)

式中S ∆ = {K ∈ Ι2×1
1 (A 　B )

K 1

K 2

= 0, (Yδ- Kδ
1) 和

(Xδ - K
δ

2) 为次数不大于 ∆的多项式}. 由文献[ 13 ],

优化问题 (4) 可化为一个有限维线性规划问题进行

求解. 记 (K 3
1 　K 3

2 ) T 为优化问题 (4) 的最优解, 则

截断阶数为 ∆的次优鲁棒镇定控制器为

C 3 =
X
δ - K

δ3
2

Y
δ - K

δ3
1

=
def Nδ

M
δ. (5)

4　自适应控制算法
　　假设方程 (1) 描述的离散时间系统可写成如下

回归形式:

y ( t) = <( t - 1) T Η+ (- ∃A y ) ( t) +

(∃B u ) ( t) + v ( t). (6)

式中

ΗT = (a (1) ,⋯, a (n) , b (0) ,⋯, b (m ) ) ,

<( t - 1) T =

(- y ( t - 1) ,⋯, - y ( t -

n) , u ( t - d ) ,⋯, u ( t - m - d ) ).

　　假设 1　∃A 和 ∃B 为未知的线性时变或非线性

有界算子, ‖∃A‖1≤w a ,‖∃B‖1≤w b,输入u为幅

值有界信号,‖v‖∞≤W v.

下面根据集员辨识方法, 提出一种递推参数估

计算法. 假设已给定 0到 t时刻的量测数据{y (0) ,

y (1) ,⋯, y ( t) }和{u (0) , u (1) ,⋯, u ( t - d ) }, 引入
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广义参数向量Ηλ= (ΗT ,w a ,w b,w v ) T ,则由方程 (6) 和

假设 1可知, 所有与先验信息和量测数据相容的广

义参数满足下列不等式组:

ûy ( t) - <( t - 1) T Ηû ≤
û∃A y ( t) û + û∃B u ( t) û + ûv ( t) û ≤

w a m ax
0≤s≤t

ûy (s) û + w b m ax
0≤s≤t

ûu (s) û + w v. (7)

引入记号

s ( t) = sign{y ( t) - <( t - 1) T Η( t - 1) },

Ω( t - 1) T =

[s ( t) <( t - 1) T ,m ax
0≤s≤t

ûy (s) û ,m ax
0≤s≤t

ûu (s) û , 1 ]T ,

以及 t时刻参数估计

Ηλ( t) = [Η( t) T ,w t
a ,w t

b,w t
v ]T.

其中

Η( t) = (a t (1) ,⋯, a t (n) , bt (0) ,⋯, bt (m ) ) T.

　　假设 2　方程 (7) 中参数 Η,w a ,w b 和w v 均未

知; 但 Η∈ ( , 0≤w a≤w{ a , 0≤w b≤w{ b, 0≤w v ≤

w{ v. 其中: ( 为已知紧集; w{ a ,w{ b和w{ v 已知.

在 t时刻不等式 (7) 可写成

s ( t) y ( t) ≤ Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1). (8)

　　给出如下参数估计算法:

Ηλ̂ ( t) = Ηλ( t - 1) +

Γ( t - 1) Ω( t - 1)
Ω( t - 1) T Ω( t - 1) [s ( t) y ( t) -

Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1) ]. (9)

由Ω( t - 1) 的构造可知, Ω( t - 1) T Ω( t - 1) 总不为

零. 式 (9) 中

Γ( t - 1) =

1, s ( t) y ( t) - Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1) >

　∆ Ω( t - 1) T Ω( t - 1) ;

0,否则.

(10)

式中 ∆ > 0为任意给定的死区因子, 下面可以看到

它对参数估计的收敛速度有较大的影响. 广义参数

估计确定如下:

Η( t) = Ηδ( t) 在 ( 上的投影, (11)

w t
a = wδt

a 在[ 0,w{ a ] 上的投影, (12)

w t
b = wδt

b在[ 0,w{ b ] 上的投影, (13)

w t
v = wδt

v 在[ 0,w{ v ] 上的投影. (14)

　　引理 1　算法 (9)～ (14) 具有下列性质:

1) ‖Ηλ( t) - Ηλ0‖2 ≤ ‖Ηλ( t - 1) - Ηλ0‖2 ≤

‖Ηλ(0) - Ηλ0‖2;

2) lim
t→∞

[s ( t) y ( t) - Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1) ]2

Ω( t - 1) T Ω( t - 1) = 0;

3) lim
t→∞
‖Ηλ( t) - Ηλ( t - 1)‖ = 0;

4) 存在一个正整数N 3 , 使得当 t≥N 3 时, 有

Ηλ( t) = lim
t→∞

Ηλ( t) =∶Ηλ(∞).

证明　因为增加参数约束不影响估计的收敛

性[1 ] , 不失一般性,只考虑 Ηλ̂ ( t) = Ηλ( t) 的情况. 由

式 ( 10 )可知 , 当s ( t ) y ( t ) - Ω( t - 1 ) T Ηλ ( t - 1 ) >

∆ Ω( t - 1) T Ω( t - 1) 时, 有 Ηλ( t) ≠ Ηλ( t - 1) , 此

时由式 (9) 两边减去 Ηλ0 后平方, 得
‖Ηλ( t) - Ηλ0‖2 =

‖Ηλ( t - 1) - Ηλ0‖2 + 2[Ηλ( t - 1) -

Ηλ0 ]T Ω( t - 1) [s ( t) y ( t) - Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1) ]
Ω( t - 1) T Ω( t - 1) +

Ω( t - 1) T Ω( t - 1) [s ( t) y ( t) - Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1) ]2

[Ω( t - 1) T Ω( t - 1) ]2 .

因为 s ( t) y ( t) - Ω( t - 1) T Ηλ0 = 0,所以[Ηλ( t - 1) -

Ηλ0 ]T Ω( t - 1) = Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1) - s ( t) y ( t). 代入

上式, 得

‖Ηλ( t) - Ηλ0‖2 =

‖Ηλ( t - 1) - Ηλ0‖2 -

[s ( t) y ( t) - Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1) ]2

Ω( t - 1) T Ω( t - 1) . (15)

由式 (9) 和 (10) 可知性质 1) 成立.

方程 (15) 两边对 t从 1到N 求和, 得

∑
N

t= 1

[s ( t) y ( t) - Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1) ]2

Ω( t - 1) T Ω( t - 1) =

‖Ηλ(0) - Ηλ0‖2 - ‖Ηλ(N ) - Ηλ0‖2 ≤

‖Ηλ(0) - Ηλ0‖2,

lim
N →∞∑

N

t= 1

[s ( t) y ( t) - Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1) ]2

Ω( t - 1) T Ω( t - 1) < ∞.

因此性质 2) 成立.

根据式 (9) 和性质 2) , 不难得到性质 3).

当 s ( t ) y ( t ) - Ω ( t - 1 ) T Ηλ ( t - 1 ) >

∆ Ω( t - 1) T Ω( t - 1) 时, 根据式 (15) 得‖Ηλ( t) -

Ηλ0‖2 < ‖Ηλ( t - 1) - Ηλ0‖2 - ∆2. 因此, 只要取N 3

= ‖Ηλ(0) - Ηλ0‖2ö∆2, 则性质 4) 成立. □

设 t 时刻由参数估计算法得到的系统模型为

Gδt- 1 = z d bδt- 1 (a
δt- 1) - 1, 其输入输出关系为

aδt- 1y ( t) = z d bδt- 1u ( t) + e ( t) , (16)

其中 e ( t) = y ( t) - <( t - 1) T Η( t - 1).

设控制器与信号的关系为

d
δtu ( t) = n

δt (r - y ) ( t). (17)

结合参数估计和控制器的 Ι1优化设计构成间接自适
应律:

1) 用参数估计算法 (9)～ (14) 估计标称模型

a t, bt;
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2) 给定截断阶数∆求解优化问题 (4) , 按式 (5)

设计控制器 d t, n t;

3) 根据方程 (17) 计算控制律;

4) 返回 1).

5　自适应算法全局收敛性分析
　　下面利用慢时变系统分析方法对上述自适应

算法的收敛性进行分析. 先引入一个关键性引理:

引理 2　 对于上述自适应律, 如果{e ( t) } 和

{Ω( t - 1) }满足下列条件:

1) lim
t→∞

[s ( t) y ( t) - Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1) ]2

Ω( t - 1) T Ω( t - 1) = 0;

2) ‖Ω( t - 1)‖≤ c1 + c2m ax
0≤Σ≤t

ûe (Σ) û , 0≤ c1 <

∞, 0 < c2 < ∞;

3) w{ a m ax
0≤s≤t

ûy (s) û + w{ b m ax
0≤s≤t

ûu (s) û ≤ c3 ×

m ax
0≤s≤t

ûe (s) û , 0 < c3 < 1.

　　则{e ( t) }和{Ω( t - 1) }为有界序列.

证明　可用反证法进行证明, 限于篇幅, 详细

过程略. □

定理 1　若受控系统 (1) 满足假设 1和假设 2,

且图 2所示自适应系统满足

sup
t

G y e
t

G ue
t 1

≤ c2

w
-

a + w
-

b

. (18)

其中: G ue
t , G y e

t 分别为 t时刻从 e～ u 和 e～ y 的传递

函数; c3 同引理 2 条件 3). 则{e ( t) }, {u ( t) } 和

{y ( t) }为有界序列.

图 2　　自适应系统

为证明定理 1, 引入如下定理:

定理 2[9 ]　考虑由时变控制器C ∈ # TV 和时变

对象G∈ # TV 构成的单位反馈系统,设在 t时刻的控

制器模型和对象模型分别为 Cδt = Bδ
tA
δ- 1

t 和 Gδt =

Nδ
tM

δ- 1
t , 在 t时刻的闭环多项式记为 Tδt = Mδ

tA
δ

t +

N
δ

tB
δ

t. 如果单位反馈时变系统满足以下条件: 1) 存

在正数 ΧA 和 ΧB , 使得 A t ∈ STV (ΧA ) ,B t ∈

STV (ΧB ) ; 2) 存在正数 ΧM 和 ΧN , 使得 M t ∈

STV (ΧM ) , N t∈STV (ΧN ) ; 3)A t,B t,M t和N t的 Ι1优
化设计范数以及积分时间绝对误差 (eITA ) 对 t一致

有界,该条件和条件 1) 意味着存在正数 ΧT 使得 T t

∈ STV (ΧT ) ; 4) T - 1
t 的 Ι1 范数以及积分时间绝对误

差 (e ITA ) 对 t一致有界. 那么, 存在非零常数 Χ, 当

ΧA , ΧB , ΧM , ΧN ≤ Χ时, 时变系统内稳定.

定理 3[10 ]　记C
δ

∆(G ) 表示系统G的∆阶次优控
制器, Λ∆ (G ) 为相应的次优值; 记 F ( 为参数属于紧

集 ( 的所有系统集合. 对于 G ∈ F ( , 次优控制器

Gδ∆ (G ) 具有以下性质:

1) 对给定的逼近精度 Θ> 0, 存在一个截断阶

数 ∆3 , 使得 ûΛ∆3
(G ) - Λ(G ) û ≤ Θ对所有G ∈ F (

一致成立;

2)C
δ

∆3 (G ) 在 F ( 上一致连续.

证明 (定理 1)　首先利用定理 2证明自适应系

统中由估计模型和控制器构成的时变系统内稳定,

为此只需验证闭环系统满足定理 2 中的 4 个条件.

因‖A t - A t- 1‖≤‖Η( t) - Η( t - 1)‖,‖B t -

B t- 1‖≤‖Η( t) - Η( t - 1)‖, 由引理 1的性质 3)

可知,条件 1) 得到满足.

控制器的 Ι1次优设计过程可看作映射D : Ι1 á Ι1

→ Ι1 á Ι1,D (B ,A ) = (N ,M ). 由假设 2可知 ( 为紧
集, 因此由定理 3, D 在 ( 上一致连续, 即对于给定

Ε> 0,存在 Ρ > 0, 只要‖A t - A t- 1‖ < Ρ和‖B t

- B t- 1‖ < Ρ,就有‖M t - M t- 1‖ < Ε和‖N t -

N t- 1‖ < Ε. 由引理 1 的性质 3) , 当 t足够大时有

‖A t - A t- 1‖ < Ρ和‖B t - B t- 1‖ < Ρ,即条件 2)

得到满足.

由引理 1的性质 1) 和假设 1可知,‖Η( t)‖1有

界, 又 ( 为紧集, 所以‖Η( t)‖1对 t一致有界, 即

‖A t‖1 和‖B t‖1对 t一致有界; 因 Η( t) 的维数有

限,故 ITA E (A t) 和 ITA E (B t) 对 t一致有界. 根据

定理 3, 由假设 2可知控制器关于对象模型一致连

续, 所以‖M t‖1和‖N t‖1对 t一致有界; 再根据

定理 3, 对于给定的精度Θ, 次优控制器的阶数在 (
上一致有界, 故 ITA E (M t) 和 ITA E (N t) 对 t一致

有界, 即满足条件 3).

由 t时刻控制器C
δ

t = N
δ

töMδ
t = (Xδ

t - K
δ3

t2 ) ö(Y
δ

t

- K
δ3

t1 ) 可知, t时刻的闭环多项式T
δ

t = M
δ

tA
δ

t + N
δ

tB
δ

t

= 1,于是条件 4) 得到满足. 根据定理 2, 自适应系

统中闭环系统内稳定.

现在根据引理 2证明自适应系统中信号和参数

估计误差有界. 因闭环系统内稳定,存在参数k1≥0

和 k 2 > 0使得 ûy ( t) û≤ k 1 + k 2m ax
0≤s≤t

ûe (s) û和 ûu ( t) û

≤ k 1 + k 2m ax
0≤s≤t

ûe (s) û. 又由式 (12)～ (14) 得0≤w t
a

≤w{ a , 0≤w t
b≤w{ b, 0≤w t

v≤w{ v. 因此,存在 0≤ c1

< ∞, 0 < c2 < ∞, 使得 ‖Ω( t)‖ ≤ c1 + c2

m ax
0≤s≤t

ûe (s) û. 引理 2中条件 2) 成立.
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由式 (18) 可得

　　　w{ a m ax
0≤s≤t

ûy (s) û + w{ b m ax
0≤s≤t

ûu (s) û ≤

　　　 (w{ a + w{ b) sup
t

G y e
t

G ue
t 1

m ax
0≤s≤t

ûe (s) û ≤

　　　c3 m ax
0≤s≤t

ûe (s) û.

故引理2条件3) 成立. 又由参数估计算法的性质2)

有

lim
t→∞

[s ( t) y ( t) - Ω( t - 1) T Ηλ( t - 1) ]2

Ω( t - 1) T Ω( t - 1) = 0.

根据引理 2, {e ( t) }和{Ω( t - 1) }均为有界序列. □

注 1　因‖ (∃A ∃B )‖1 ≤‖∃A‖1 + ‖∃B‖1

≤w{ a + w{ b, 由式 (18) 可知, 自适应控制系统所能

容忍的最大未建模动态应满足如下关系:

‖ (∃A ∃B )‖1 ≤

c3 sup
t

G y e
t

G ue
t

- 1

< sup
t

G y e
t

G ue
t 1

- 1

.

最后一个不等式由 0 < c3 < 1得到. 由本文第 3节

可知, 相应的非自适应控制所能容忍的最大未建模

动态为

‖ (∃A ∃B )‖1 <
G y e

G ue
1

- 1

.

这说明所提出的自适应策略具有与非自适应控制相

同的鲁棒稳定性. 同时, 对所有时刻 t,控制器是按 Ι1

优化方法进行设计的, 即sup
t

G y e
t

G ue
t 1

达到最小.

这表明, 本文所提出的自适应策略的鲁棒稳定性是

非保守的, 并且是最优的. 定理 1 给出的自适应系

统的鲁棒稳定性条件 (18) 可用于后验验算.

6　结　　语
　　本文研究了含未知干扰和互质因子摄动离散时

间系统的自适应鲁棒控制问题,提出了一种可用于

非保守自适应鲁棒镇定的参数估计方法以及自适应

鲁棒控制策略,并证明了自适应算法的全局收敛性,

给出了一个可进行后验验算的鲁棒稳定性条件. 与

现有结果相比, 本文考虑的不确定性系统具有一般

性, 提出的自适应系统的鲁棒稳定性条件是非保守

和最优的.
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