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严格正实线性多变量系统的鲁棒性分析及其输出反馈控制

邵汉永, 冯纯伯
(东南大学 自动化研究所, 江苏 南京 210096)

摘　要: 讨论一类线性不确定系统的鲁棒严格正实分析和控制问题,其中各不确定参数矩阵具有线性分式形式. 分

析了这类系统对所有容许不确定性严格正实的条件,并综合了使闭环内稳且严格正实的动态输出反馈控制器. 通过

适当地构造增广系统,将这类问题转化为确定系统的严格正实分析和设计,并按增广系统给出了这类不确定系统鲁

棒严格正实的充分必要条件以及动态输出反馈鲁棒严格正实控制器的存在条件.
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Abstract: T he p rob lem of robustly strict po sit ive real analysis and syn thesis is addressed fo r linear t im e2invarian t

system s sub jected to a class of param eter uncerta in ty w h ich can be exp ressed in a linear fract ion fo rm. T he

condit ions under w h ich the uncerta in system is strict ly po sit ive real fo r all adm issib le uncerta in t ies are characterized.

A dynam ic ou tpu t2feedback con tro ller is designed to stab ilize the uncerta in system and ach ieve the ex tended strict

po sit ive realness p roperty fo r a given cho se2loop transfer function. By constructing augm ented system s, the robustly

strict po sit ive real analysis and design fo r the uncerta ion system can be converted in to the strict ly po sit ive real

analysis and syn thesis fo r the system w ithou t uncerta in t ies. Based on the augm ented system s, necessary and

sufficien t condit ions are ob tained fo r the uncerta in system s to be robustly strict po sit ive real. Condit ions fo r the

ex istence of the dynam ic ou tpu t2feedback robustly strict po sit ive real con tro ller are also derived.

Key words: uncerta in dynam ic system s; ex tended strict po sit ive real; linear M IM O system ; po sit ive real con tro l

1　引　　言
　　正实概念在系统分析和综合中起着很重要的作

用,它已广泛应用于鲁棒性分析、自适应控制和非线

性控制等方面[1～ 4 ]. 综合内稳且闭环传递函数正实

的问题称为正实控制问题. 正实控制问题的解可通

过解黎卡提方程或不等式得到[5 ]. 由于不确定性的

存在,鲁棒正实性的研究显得尤为必要. 对此,文献

[ 6 ]讨论了状态反馈正实化问题,文献 [ 7 ]则考虑了

一类输出反馈正实控制器. 但这些讨论大多假定不

确定部分范数有界,而这样界定不确定性所得出的

结果具有一定的局限性. 在本文所考虑的对象中,引

用了文献[ 8 ]提出的一种不确定性表达方式,这种不

确定性的意义较为广泛. 本文对这类系统进行了鲁

棒严格正实分析,考虑了动态输出鲁棒正实控制器
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的设计. 通过适当地构造增广系统,将这类问题转化

为确定系统的严格正实性分析和控制问题.

2　系统描述
　　考虑如下系统 (2 ) :

xα= A ∃x + B ∃w + B 1∃u , x (0) = 0;

z = C ∃x + D ∃w + D 12∃u;

y = C 1∃x + D 21∃w + D 22∃u. (1)

其中: x ∈R n为状态,w ∈R p为外部输入, z ∈R p为

被控输出, u ∈R m 为控制输入, y ∈R r为量测输出.

系统 (2 ) 中各参数矩阵含有不确定性且具以下形

式:

A ∃ B ∃ B 1∃

C ∃ D ∃ D 12∃

C 1∃ D 21∃ D 22∃

=

A 0 B 0 B 0
1

C 0 D 0 D 0
12

C 0
1 D 0

21 D 0
22

-

H 0

H 0
1

H 0
2

F ( I +

J F ) - 1 [E 0　E 0
1　E 0

2 ]. (2)

其中

A 0 B 0 B 0
1

C 0 D 0 D 0
12

C 0
1 D 0

21 D 0
22

为已知标称参数矩阵,而

H 0

H 0
1

H 0
2

∈R
(n+ p + r)×i, [E 0　E 0

1　E 0
2 ] ∈R i× (n+ p + m ).

为表示不确定性结构的已知矩阵, F ∈ R i×i 为未知

矩阵且属于以下集合: F ∈ 8 = {F : F + F T≥- Q ,

J + J T > J Q J T },Q 为已知对称矩阵, J 为已知可逆

矩阵. 这里,集合 8 中的每一个值称为系统 (2 ) 的容

许不确定性.

　　注 1:当J 退化为 0时,式 (2) 成为文献[ 7 ]所研

究的对象的不确定性形式,那里假定F的范数有界:

F TF ≤ I. 而文献[ 9 ]中的不确定性虽具线性分式形

式,但假定 F 为正实的,即 F + F T ≥ 0. 采用这两种

方法界定不确定性有失一般性. 下面来看一个例子:

xα= A ∃x.

其中

A ∃ = A 0 - H 0F ( I + J F ) - 1E 0 =

- 1 - 1õ F (1 + 1õ F ) - 1a =

-
1 + (1 + a)

1 + F
, a > 0.

易见该系统对不确定性参数 F 的变化范围 (- 1ö(1

+ a) , + ∞) 是鲁棒稳定的. 当 a→ 0时 ,这个范围

趋于 (- 1, + ∞) ,该范围比把F 界定为正实的范围

[ 0, + ∞) 或把 F 界定为范数有界的范围 (- 1, 1)

都大. 对这类系统在“不确定性 F 为正实的”前提下

讨论鲁棒稳定性所得到的结果必是保守的,把 F 界

定为范数有界亦然. 为此本文引进集合 8 描述的不
确定性, 可望减小保守性. 其中的约束条件 J + J T

> J Q J T 是为确保式 (2) 有定义,即 I + J F 可逆.

事实上

J - 1 + F + (J - 1 + F ) T =

J - 1 + J - T + (F + F T ) =

J - 1 (J + J T )J - T + (F + F T ) ≥

J - 1 (J Q J T )J - T - Q > Q - Q = 0.

所以 I + J F = J (J - 1 + F ) 是可逆的.

在上面的例子中,若按集合8 描述不确定性,则

因为 J = 1,Q < 2,从而 F > - 1. 这样界定不确定

性来研究鲁棒性,保守性会小些.

3　预备知识
　　为研究系统 (2 ) 的正实性,首先回顾一下有关

的正实概念和引理. 对于如下系统 (2 0) :

xα= A x + B w , z = C x + D w ,

有以下定义:

定义 1　1) 系统 (2 0) 称为正实的,如果它的传

递函数矩阵G (s) = C (sI - A ) - 1B + D 在R e (s) >

0处解析且G (s) + GT (s3 ) ≥ 0; 2) 系统 (2 0) 称为严

格正实的,如果它的传递函数矩阵G (s) 在R e (s) ≥

0 处解析且G ( jΞ) + GT (- jΞ) > 0, Π Ξ∈ [ 0, +

∞) ; 3) 系统 (2 0) 称为扩展严格正实的,如果它是严

格正实的且G ( j∞) + GT (- j∞) > 0.

关于扩展严格正实,有著名的正实引理:

引理 1[5 ]　A 是稳定的且系统 (2 0) 是扩展严格

正实的充要条件为存在 P > 0,使

PA + A T P C T - PB

C - B TP - (D + D T )
< 0. (3)

　　对系统 (2 ) 进行正实性分析和综合, 还需要下

面的引理:

引理 2[8 ]　设 8 1, 8 2, 8 3, R 为实矩阵且 R 半正

定, 8 3 对称, 则对 Π 0 : 0 T 0 ≤ R , 8 3 + 8 10 T 8 2 +

8 T
2 0 8 T

1 < 0成立的充要条件是存在 Ε> 0,使

8 3 + Ε- 28 T
2 8 2 + Ε28 1R 8 T

1 < 0.

　　引理 3　集合Y = {∃ = F ( I + J F ) - 1, F + F T

≥- Q }可等价地表示为

Y = {∃ = ( I - J Q ) TM - 1 +

0 TM - 1ö2, 0 T 0 ≤R }.

其中
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　　M = J + J T - J Q J T > 0,

　　R = Q + ( I - J Q ) TM - 1 ( I - J Q ) ≥ 0.

　　证明参见文献[ 7 ].

由引理 2容易得到下面的推论:

推论 1　系统 (2 ) 可表为

A ∃ B ∃ B 1∃

C ∃ D ∃ D 12∃

C 1∃ D 21∃ D 22∃

=

A B B 1

C D D 12

C 1 D 21 D 22

-

H 0

H 0
1

H 0
2

0 T [E　E 1　E 2 ]. (4)

其中

A B B 1

C D D 12

C 1 D 21 D 22

=

A 0 B 0 B 0
1

C 0 D 0 D 0
12

C 0
1 D 0

21 D 0
22

-

H 0

H 0
1

H 0
2

( I -

J Q ) TM - 1 [E 0　E 0
1　E 0

2 ],

[E　E 1　E 2 ] = M - 1ö2 [E 0　E 0
1　E 0

2 ].

4　正实性分析
　　 有了上述这些知识准备,下面分析系统 (2 ) 的

正实性. 在系统 (2 ) 中令 u = 0,得系统 (2 1) 为

xα= A ∃x + B ∃w , z = C ∃x + D ∃w .

　　注意到系统 (2 1) 为不确定系统,一个基本问题

是它在什么条件下对所有容许不确定性都是从w

到 z 扩展严格正实的. 这是系统的鲁棒正实分析问

题.

定义 2　系统 (2 1) 称为鲁棒稳定且扩展严格正

实的, 若对所有容许不确定性都是稳定且扩展严格

正实的.

分析系统 (2 1) 鲁棒稳定且扩展严格正实的等

价条件十分困难,这里试将这个概念加强,给出它的

一个充分条件.

定义 3　系统 (2 1) 称为强鲁棒稳定且扩展严格

正实的,若存在 0 < P ∈R n×n ,使

PA ∃ + A T
∃ P C T

∃ - PB ∃

C ∃ - B T
∃ P - (D ∃ + D T

∃ )
< 0,

对所有容许不确定性都成立.

由引理 1, 系统 (2 1) 强鲁棒稳定且扩展严格正

实必是鲁棒稳定且扩展严格正实的,反之不成立. 若

能找出前者的等价条件, 也就给出了后者的一个充

分条件. 但强鲁棒稳定且扩展严格正实也要求考虑

到所有容许不确定性. 为克服这一困难,引入下面的

增广系统 (2 Α
1) :

xα= A x + B Εw , z = C Εx + D Εw .

其中

B Ε = (B 　 - ΕH 　0) , C Ε =

C

0

Ε- 1E

,

D Ε =

D - ΕH 1 0

0 2- 1 I 0

Ε- 1E 1 0 2- 1 I

,

H

H 1

H 2

=

H 0

H 0
1

H 0
2

R 1ö2. (5)

　　关于两系统 (2 1) 与 (2 Α
1) 正实性之间的关系,有

下面的定理:

定理 1　不确定系统 (2 1) 强鲁棒稳定且扩展严

格正实的充要条件是存在 Ε> 0,使得增广系统 (2 Α
1)

是稳定且扩展严格正实的.

证明　由定义 3,系统 (2 1) 强鲁棒稳定且扩展

严格正实等价于存在 P > 0,使

PA ∃ + A T
∃ P C T

∃ - PB ∃

C ∃ - B T
∃ P - (D ∃ + D T

∃ )
< 0,

对所有容许不确定性都成立.

由式 (4) ,该条件等价于 P > 0,使
PA + A TP C T - PB

C - B TP - (D + D T )
-

PH 0

H 0
1

0 T [E　 - E 1 ] -

[E　 - E 1 ]T 0
PH 0

H 0
1

T

< 0,

Π 0 : 0 T 0 ≤R 都成立.

由引理 2,并注意到式 (5) ,该条件等价于存在 Ε
> 0, P > 0,使

PA + A TP C T - PB

C - B T P - (D + D T )
+

Ε2
PH

H 1

PH

H 1

T

+

Ε- 2 [E　 - E 1 ]T [E　 - E 1 ] < 0,

即

PA + A TP C T - PB ΕPH Ε- 1E T

C - B T P - (D + D T ) ΕH 1 - Ε- 1E T
1

ΕH T P ΕH T
1 - I 0

Ε- 1E - Ε- 1E 1 0 - I

< 0.

这正是系统 (2 a
1) 稳定且扩展严格正实的条件. □
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由定理 1, 不确定系统 (2 1) 的鲁棒严格正实性

可转化为确定系统 (2 a
1) 的严格正实性,而后者可用

LM I工具箱解决.

定理 2　系统 (2 a
1) 稳定且扩展严格正实的充要

条件是存在 0 < X ∈R n×n 及 Λ > 0,使

X A T + A X X C T - B ΛH X E T

CX - B T - (D + D T ) ΛH 1 - E T
1

ΛH T ΛH T
1 - ΛI 0

EX - E 1 0 - ΛI

< 0.

　　证明　由引理 1,系统 (2 a
1) 稳定且扩展严格正

实的充要条件是存在矩阵 P > 0,使

PA + A T P C T - PB ΕPH Ε- 1E T

C - B TP - (D + D T ) ΕH 1 - Ε- 1E T
1

ΕH T P ΕH T
1 - I 0

Ε- 1E - Ε- 1E 1 0 - I

< 0.

　　矩阵左右两边各乘以 diag (P - 1, I , ΕI , ΕI ) ,再令

P - 1 = X , Ε2 = Λ,便得到定理 2的结果. □

注 2　 定理 2 的条件可用 LM I工具箱中的

feasp 求解器验证,从而得到Λ的存在性,进而可得 Ε
的存在性.

5　严格正实设计
　　 基于上述正实性分析,下面考虑系统 (2 ) 的正

实设计.

对于系统 (2 ) , 考虑如下动态输出反馈控制器

(2 e) :

Γα= A 0Γ+ B 0y , u = K 0Γ,

在什么条件下使闭环系统是强鲁棒稳定且扩展严格

正实的. 为此,引入下面的增广系统 (2 Ε) :

xα= A x + B Εw + B 1u ,

z = C Εx + D Εw + D 1Εu ,

y = C 1x + D 2Εw + D 22u.

其中

B Ε = [B 　 - ΕH 　0 ],

D 2Ε = [D 21　 - ΕH 2　0 ],

C Ε =

C

0

Ε- 1E

,D 1Ε =

D 12

0

Ε- 1E 2

,

D Ε =

D - ΕH 1 0

0 2- 1 I 0

Ε- 1E 1 0 2- 1 I

.

于是有如下定理:

定理3　对于系统 (2 ) ,控制器 (2 e) 使闭环强鲁

棒稳定且扩展严格正实的充要条件是存在 Ε> 0,使

该控制器与系统 (2 Ε) 构成的闭环系统是稳定且扩

展严格正实的.

证明　系统 (2 ) 与 (2 e) 构成的闭环系统为

xαc = Aδ
∃x c + Bδ

∃w , x c (0) = 0,

z = Cδ∃x c + D ∃w .

其中

x c =
x

Γ
,Bδ

∃ =
B ∃

B 0D 21∃
,

Aδ
∃ =

A ∃ B 1∃K 0

B 0C 1∃ A 0 + B 0D 22∃K 0

,

C
δ

∃ = [C ∃　C 12∃K 0 ].

而系统 (2 Ε) 与 (2 e) 构成的闭环系统为

xαc = Aδx c + Bϖw , x c (0) = 0, z = Cθx c + D Εw .

其中

A
δ =

A B 1K 0

B 0C 1 A 0 + B 0D 22K 0

,

Bϖ =
B Ε

B 0D 2Ε
, Cθ = [C Ε　D 1ΕK 0 ].

记

Hδ =
H 0

B 0H
0
2

, Bδ =
B

B 0D 21

,

H
� = H

δ
R 1ö2, C

δ = [C　D 12K 0 ],

E
δ = [E　E 2K 0 ].

则A
δ

∃ = A
δ - H

δ0 T E
δ,B

δ
∃ = B

δ - H
δ0 TE 1, C

δ
∃ = C

δ -

H 0
10 T Eδ,而

Bϖ = [Bδ　 - ΕH�　0 ], Cθ =

Cδ

0

Ε- 1Eδ
.

故由定理 1的证明过程知,定理 3成立. □

注 3　定理 3只给出了控制器满足的条件, 进

一步可用线性矩阵不等式处理方法求解,限于篇幅,

这里不再赘述.

6　结　　论
　　本文分析了一类不确定线性多变量系统的鲁棒

稳定和正实性问题,并考虑了动态输出反馈鲁棒正

实控制. 结果表明,这类问题可转化为确定系统的正

实分析和控制问题. 与文献[ 7, 9 ]考虑的不确定性相

比,不确定性意义较广泛,得到的结果更具一般性.

但这里仅考虑了各不确定性参数矩阵满足匹配条件

的情况,即式 (2)所规定的情况,进一步扩大不确定

范围是下一步要做的工作.

(下转第 289页)
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给出整体解决方案指导下的企业集成平台实施步骤

后,对基于模型的企业集成平台演进进行了讨论. 本

文的工作对促进企业信息化整体解决方案和集成平

台技术的研究具有一定的参考价值.
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