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一类积分加权时滞型非线性微分包含的稳定性
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摘　要: 采用多面体L yapunov函数分析微分包含的稳定性,即通过建立一类内积型L yapunov2K rasovsk ii泛函,分

析一类积分加权时滞型非线性微分包含的零解渐近稳定性. 得到了一些关于零解渐近稳定性和 B 2鲁棒渐近稳定性
的充分条件,这些充分条件在计算上是简洁实用的.
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Abstract: Po lyhedral L yapunov functions are used to analyze a class of L yapunov2K rasovsk ii functional under

general sim ilarity of m atrices. Som e sufficien t condit ions on globally asymp to tical stab ility (GA S) and of B 2robust

stab ility of the o rigin fo r a class of non linear differen tia l inclusions are ob tained, and these resu lts are

computationally simp le and conven ien t.
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1　引　　言
　　在许多实际问题中,由于信息传输速度的限制

以及干扰的作用和元件老化的原因, 经常出现时滞

现象. 时滞的出现会导致一个稳定的系统不能稳定

工作, 同时也给系统的分析与设计带来了许多困

难[1～ 12 ]. 但时滞系统常常反映了系统真实准确的运

动状态. 如由振荡平台与横梁组合的系统,其水平方

向上局部矢量域就是前面的状态叠加形成的. 再如

连 续 介 质 物 体 受 力 变 形 时 黏 弹 性 结 构 的

P io la2K irchoff 受力函数就是时滞分布的积分. 上述

函数可用如下动力系统来描述[5, 10 ]:

xα( t) = A x ( t) +∫
T

0
B (Σ) x ( t - Σ) dΣ. (1)

若平台本身是一种转向系统 (如汽车的转向系统、计

算机的磁盘系统、机器人控制系统等) , 允许在有限

个模型中进行切换来实现控制目的,即

xα( t) = A sx ( t) ,A s∈ {A 1, A 2, ⋯, A Q }. (2)

　　本文考虑在切换平台上出现振荡的情形,即可

通过系统

xα( t) = A sx ( t) +∫
T

0
B (Σ) x ( t -

Σ) dΣ,A s∈ {A 1,A 2,⋯,A Q } (3)
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来描述. 本文研究该系统平衡态 x = 0的稳定性质.

建立L yapunov2K rasovsk ii泛函是解决时滞系统问

题经常使用的方法[1～ 12 ]. L yapunov2K rasovsk i泛函

的形式为

V ( t, x ) = x T P x +∫
T

0
x ( t - Σ) TS x ( t - Σ) dΣ.

(4)

其中: P T = P > 0, S T = S > 0. 本文研究系统 (3) ,

采用多面体L yapunov泛函

V ( t, x ) = vm ( l, x ) +∫
T

0
x ( t - Σ) TS x ( t - Σ) dΣ.

(5)

其中: vm ( l, x ) = m ax
1≤i≤m
〈l, x〉2, S (- Σ) 是变系数正定

阵. 利用上述多面体L yap unov泛函形式可把问题转

化成实数大小的比较,形式上较为简洁.

2　预备知识
　　对于微分包含

xα∈ F (x ) , F (x ) = {y : y = A x ,A ∈A }, (6)

其中x ∈R n , A 是n×n矩阵空间的紧致集. 绝对连

续矢量函数 x ( t) 在所考虑的区间上几乎处处满足

式 (6).

　　依据文献[ 2, 12 ],给出微分包含零解渐近稳定

的定义:

　　定义 1[2, 12 ]　微分包含 (6) 的零解渐近稳定是

指:

　　1) 对于任意的 Ε> 0,存在 ∆(Ε) > 0,当 t≥ t0,

‖x ( t0)‖ < ∆(Ε) 时,必有‖x ( t)‖ < Ε;

　　2) 存在 Η> 0,当‖x 0‖ < Η(x 0 = x ( t0) ) 时,

有lim
t→∞

x ( t) = 0.

　　引理 1[12 ]　微分包含 (6) 的零解的渐近稳定等

价于下列微分包含:

xα∈ F (x ) , F (x ) = {y : y = A x ,A ∈ co (A ) },

co (A ) = co (A 1,A 2,⋯,A q) (7)

零解的渐近稳定. 其中A 1,A 2,⋯,A q表示 co (A ) 的

所有凸顶点 (下同).

　　引入方向导数

Λ = m ax
y∈F (x )

dv (x )
dy

,

其中:
dv (x )

dy
= lim

t→0+

v (x + hy )
h

,则有以下引理:

　　引理 2[12 ]　微分包含 (6) 的零解的渐近稳定等

价于存在一个严格凸的齐二次 L yapunov 函数

v (x ) ,即

v (x ) = x TL (x ) x ,

L (x ) = ( l ij (x ) ) n
i, j = 1,

L T (x ) = L (x ) = L (Σx ) , x ≠ 0,‖Σ‖ = 1,

v (0) = 0,

(8)

且其导函数满足

Λ = m ax
y∈F (x )

dv (x )
dy
≤- Χ‖x‖2, Χ> 0. (9)

若选取分段二次型 L yapunov 函数 vm ( l, x ) =

m ax
1≤i≤m
〈l, x〉2,其中 l i ( i = 1, 2,⋯,m ) 均为 n维常数向

量,显然满足式 (8) 的要求.

　　利用分段L yapunov函数给出如下引理:

　　引理 3[12 ]　微分包含 (6) 的零解的渐近稳定等

价于存在一个满足式 (8) 的严格凸的齐二次分段

L yapunov函数 vm ( l, x ) ,使

Λm ( l, x ) = m ax
y∈F (x )

dvm ( l, x )
dy

(10)

满足不等式 (9) ,且向量 l i ( i = 1, 2,⋯,m ) 满足条件

rank (L ) = n ≤m ,L = ( l1, l2,⋯, lm ).

　　总结引理 1～ 3的结论,文献[ 12 ] 给出了如下

的等价条件, 并给出更为一般的具体的分段

L yapunov函数.

　　引理 4[12 ]　微分包含:

xα∈ F (x ) ,

F (x ) = {y : y = A x ,A ∈ co (A ) =

co (A 1,A 2,⋯,A q) } (11)

零解的渐近稳定等价于存在数m ≥ n及一个 n×m

矩阵L 和m ×m 矩阵

Σs = (Χ(s)
ij ) m

i, j= 1, s = 1,⋯, q, (12)

其每一行均严格负对角占优,即

Σ(Χs
ii) + ∑

j≠i

ûΣ(Χ(s)
ij ) û < 0,

i = 1, 2,⋯,m , s = 1, 2,⋯, q,

且满足关系式

A T
s L = L ΣT

s , s = 1, 2,⋯, q. (13)

3　非线性微分包含稳定性的判别准则
　　考虑如下积分型加权非线性微分包含:

xα∈ F s ( t, x ) , s = 1, 2,⋯, q,

F s ( t, x ) = {y : y = A sx ( t) +

　　　　　∫
T

0
B (Σ) x ( t - Σ) dΣ},

A s∈ {A 1,A 2,⋯,A q}

(14)

零解的稳定性质,其中A s,B (Σ) ∈R n×n , s = 1, 2,⋯,

q.
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　　定理 1　对于系统 (14) ,假如:

　　1) 存在一个 n×m 阶矩阵L (秩为 n) 及m ×m

阶矩阵 Σs = (Χ(s)
ij ) m

i, j= 1, s = 1, 2,⋯, q, 满足关系式

(12) , (13) ;

　　2) 存在一个公共的L yapunov函数及可微矩阵

Q T ( t) = Q ( t) > 0,Q ( t) = 0, dQ ( t) öd t = -

C T ( t)C ( t) ,定义一个L yapunov2K rasovsk ii泛函V :

C ( [ - Σ, 0 ], R n) →R 为

V (<) = vm ( l, <) +∫
0

- T
<T (Η)Q (- Η) <(Η) dΗ,

(15)

且满足

Ε0 = Ε+ m
Κm ax (Q (0) )

Κm in (L L T )
+ m ax

1≤i≤m
( lT

i∫
T

0
B (Σ) ×

C - 1 (Σ)C - T (Σ)B (Σ) dΣl i) < 0,

其中

Ε= m ax
s, i

Σ(Χ(s)
ii ) + ∑

j≠i

ûΣ(Χ(s)
ij ) û < 0,

则系统 (14) 的零解是一致渐近稳定的.

　　 证明 　 考虑到 L yapunov2K rasovsk ii 泛函

(15) ,沿 (14) 的方向导数为

dV (x ( t) ) öd tû (14) =

m ax
y∈F (x )

5vm ( l, x )
5y

+ x T ( t)Q (0) x ( t) -

x T ( t - T )Q x ( t - T ) +

∫
t

- T
x T (Σ) 5Q ( t - Σ)

5t
x ( t - Σ) dΣ≤

m ax
1≤s≤q, 1≤i≤m

(Χ(s)
ii + ∑

j≠i

ûΧ(s)
ij û ) vm ( l, x ) +

m ax
1≤s≤q, 1≤i≤m

Κm ax (Q (0) )
Κm in (L L T ) ∑

M

i= 1

〈l i, x〉2 +

2 m ax
1≤s≤q, 1≤i≤m
〈l i, x〉〈l i,∫

T

0
B (Σ) x ( t - Σ) dΣ〉-

∫
T

0
x T (Σ)C ( t - Σ)C T ( t - Σ) x (Σ) dΣ. (16)

令　Ν( t, Σ) = x T ( t - Σ)C (Σ) -

　　　　 　　x T ( t) m ax
1≤s≤q, 1≤i≤m

( l i l
T
i B (Σ)C - 1 (Σ) )

则式 (16) 可放大为

dV (x ( t) ) öd tû (14) ≤

m ax
1≤s≤q, 1≤i≤m

(Χ(s)
ii + ∑

j≠i

ûΧ(s)
ij û ) vm ( l, x ) +

m ax
1≤s≤q, 1≤i≤m

Κm ax (Q (0) )
Κm in (L L T ) ∑

M

i= 1
〈l i, x〉2 +

m ax
1≤s≤q, 1≤i≤m

x T ( t) l i l
T
i∫

T

0
B (Σ)C - 1 (Σ)C - T (Σ) ×

B (Σ) dΣl i l
T
i x ( t) -∫

T

0
ΝT ( t - Σ) Ν( t - Σ) dΣ=

　Ε0vm ( l, x ) -∫
T

0
ΝT ( t - Σ) Ν( t - Σ) dΣ. (17)

故 dV (x ( t) ) öd tû (14) ≤ Ε0vm ( l, x ).

利用泛函微分方程的基本命题即可得证. □

　　定理 2　对于系统 (14) ,若定理 1的条件 1) 成

立,且存在公共的分段型L yapunov函数vm ( l, x ) ,正

定阵 R 及非奇异的函数矩阵 C (õ) : [ 0, T ] → R n×n ,

满足‖∫
T

0
C T ( t)C ( t) d t‖ < ∞,且

Ε0 = Ε+ m
Κm ax (Q (0) )
Κm in (L L T ) + m ax

1≤i≤m
( lT

i∫
T

0
B (Σ) ×

C - 1 (Σ)C - T (Σ)B (Σ) dΣl i) < 0,

则系统 (14) 的零解是一致渐近稳定的.

　　证明　由定理 1的证明过程及Q (0) 的定义,

可以得到

dV (x ( t) )
d t û (14) ≤ (Ε+ m

Κm ax (Q (0) )
Κm in (L L T ) +

m ax
1≤i≤m

( lT
i∫

T

0
B (Σ)C - 1 (Σ) ×

C - T (Σ)B (Σ) dΣl i) ) vm ( l, x ) -

∫
T

0
ΝT ( t - Σ) Ν( t - Σ) dΣ.

依据引理 4或定理 1,可得结论. □

　　定义 2　若B 是对称正定阵,则式 (14) 的零解

称作B 鲁棒渐近稳定是指: 对于所有的有界时滞区

间[ 0, T ] 及加权矩阵函数B (õ) : [ 0, T ] →R n 满足

m in
Β(õ)∫

T

0

B (Σ)B T (Σ)
Β(Σ) dΣ∫

T

0
Β(Σ) dΣ≤B , (19)

则式 (14) 的零解都是渐近稳定的 (这里Β(Σ) 是一正

函数).

　　在系统 (14) 中,假设

∫
T

0
Β(Σ) dΣ= 1, Β(Σ) ∈R + ,

Σ∈R , C ( t) = Β( t) I > 0, (20)

可得下述结论:

　　定理 3　在定理 1或定理 2的前提下,若

Ε+ m
Κm ax (∫

T

0
C (Σ)C T (Σ) dΣ)

Κm in (L L T ) + m ax
1≤i≤m

( lT
i B l i) < 0,

(21)

则系统 (14) 的零解是B 鲁棒渐近稳定的.

　　证明　在C ( t) = Β( t) I > 0及 (20) 条件下,

利用定义 2,有

　　　　　lT
i B l i ≥ lT

i∫
T

0

B (Σ)B T (Σ)
Β(Σ) dΣl i ≥
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　　　　　lT
i∫

T

0
B (Σ)C T (Σ)C (Σ)B (Σ) dΣl i. (22)

于是可得结论. □

　　特别地,若A s为 n× n矩阵,存在P T = P > 0,

使得A T
s P + PA s < 0,A s ∈ co (A ) ,则可得以下推

论:

　　推论 1　在定理 1的条件下,若Q T ( t) = Q ( t)

> 0,Q (T ) = 0, dQ ( t) öd t = - C T ( t)C ( t) , 选取

L yapunov2K rasovsk ii泛函V : C ( [ - Σ, 0 ], R n) → R

为

V (<) = <T (0) P <(0) +∫
0

- T
<T (Η)Q (- Η) <(Η) dΗ,

且沿式 (14) 的方向导数为

dV (x ( t) ) öd tû (14) ≤- x T ( t)R sx ( t) ,

其中

- R s = A T
s P + PA s + C TPC + Q (0) +

P∫
T

0
B (Σ)C T (Σ)C (Σ)B (Σ) dΣP ,

s = 1, 2,⋯, q,

则系统 (14) 的零解是渐近稳定的.

　　推论 2　相应于定理 2,在推论 1的条件下,若

‖∫
T

0
C T ( t)C ( t) d t‖ < ∞,且

0 = A T
s P + PA s + C T PC + Q (0) +

P∫
T

0
B (Σ)C T (Σ)C (Σ)B (Σ) dΣP + R s,

s = 1, 2,⋯, q,

则系统 (14) 的零解是渐近稳定的.

　　推论 3　相应于定理 3,若

A T
s P + PA s + I + PB P < 0,

s = 1, 2,⋯, q,

则系统 (14) 的零解是B 鲁棒渐近稳定的 .

4　结　　论
　　一般直接分析微分包含的稳定性比较困难,若

能找到其凸多面体的凸顶点组合,则可通过分析其

凸顶点集的稳定性来达到目的. 本文通过建立内积

加 积 分 项 L yapunov2K rasovsk ii 型 的 多 面 体

L yapunov 泛函方法来分析时滞微分包含系统的稳

定性问题,得到了易于计算的稳定性判据. 上述问题

在公共 P 函数存在的前提下,可以得到用LM I形式

表现的判据.
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