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摘　要: 主要探讨周期性系统 (包括连续和离散两种情形)的能控性问题. 对文献中有关周期为 T 0 的连续周期性系

统的能控性结论进行了完善,推导出系统能控等价于单周期 (0, T 0)内能控的结论,并将这些结论直接推广到离散周

期性系统;然后讨论了离散前后周期性系统能控性保持不变的可能性,证明在采用不等间距采样方式时,离散前后周

期性系统的能控性保持不变.
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Abstract: T he con tro llab ility of bo th con tinuous and discrete periodic system s is dealt w ith. T he con tro llab ility

resu lts fo r con tinuous T 02periodic system s in litera tu res are imp roved to (0, T 0) con tro llab lility. A t the sam e tim e,

these resu lts are direct ly ex tended to discrete periodic system s. T hen a discussion on the po ssib ility of reta in ing

periodic system contro llab ility during discret izat ion is m ade, resu lt ing in the conclusion that the con tro llab ility of

linear periodic system s does no t lo ss during discret izat ion using the nonequ idistan t samp ling pattern.
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1　引　　言
　　随着控制系统理论的发展以及数字控制和信号

处理技术的进步,人们重新展开了关于周期性系统

及其控制理论的研究[1～ 4 ]. H ew er [5 ]将线性连续定常

系统能控性的特征值2特征向量判据推广到周期性
系统,下文称之为H 2能控性. H ew er 还通过证明指

出,如果周期为 T 0 的 n 阶周期性系统能控,它必在

区间 (0, nT 0)上能控,并证明了周期性系统的H 2能
控性与经典的 Kalm an 能控性 (K2能控性)等价. 文

献[ 6 ]对H ew er 的结论进行了改进, 指出完全能控

的周期性系统在区间 (0, kT 0)上完全能控,其中 k≤

n 是单周矩阵的最小多项式阶次.

　　对于周期性系统,人们最关心它们在单个周期

内的属性. 研究周期性系统的能控性,弄清其是否在

单个周期内能控是非常重要和必要的. 本文以上述

研究成果作为出发点,对它们进行了改进. 主要工作

包括将周期为 T 0 的连续周期性系统的能控性结论

由区间 (0, nT 0) 和 (0, kT 0) 能控改善到单个周期 (0,

T 0) 内能控,并将这些结论推广到离散周期性系统.

为了研究如何保证周期性系统的能控性在离散

化过程中保持不变的问题,本文采用文献[ 7 ]中提出

并已证明不影响定常线性系统的能观性和能控性的
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不等间距采样方式, 并证明, 当采用这种采样方式

时,线性周期性系统的能控性在离散化过程中保持

不变.

2　连续周期性系统的能控性
　　考虑如下周期性系统:

xα( t) = A ( t) x ( t) + B ( t) u ( t). (1)

其中: x : R →R n为状态变量, u: R →R m 是输入变量,

A : R →R n×n 和B : R →R n×m 均为周期为 T 0的分段

连续周期性函数. 记 5 ( t, Σ) 为系统状态转移矩阵,

则显然有

5 ( t + T 0, Σ+ T 0) = 5 ( t, Σ). (2)

矩阵 5 (0, T 0) 对于线性周期性系统非常重要,称为

单周矩阵.

　　文献[ 8 ]已经证明,如果周期性系统 (1) 在区间

(0, nT 0) 内能控,则该系统完全能控,这里 n 是系统

的阶次. 该结论见如下引理:

　　引理 1　如果矩阵

W n =∫
nT 0

0
5 (0, t)B ( t)B T ( t) 5 T (0, t) d t (3)

正定,则周期性系统 (1) 能控.

　　文献[ 6 ] 将该结论简化如下:

　　 引理 2　如果周期性系统 (1) 能控, 它必在区

间 (0, kT 0) 内能控,其中 k≤ n是单周矩阵的最小多

项式阶次.

　　本节的主要结论可以归结为: 对于线性周期性

系统, 系统能控与区间 (0, T 0) 能控一致, 见定理 1.

为了便于后面的证明,首先给出如下引理:

　　引理 3　能控性矩阵W n 满足如下关系:

W n = ∑
n- 1

k= 0
5 k

1W 1 (5 T
1 ) k , (4)

其中 5 i: = 5 (0, iT 0). (5)

　　证明　由式 (3) 可知

W i+ 1 = W i +∫
( i+ 1) T 0

iT 0

5 (0, t)B ( t)B T ( t) 5 T (0, t) d t

(6)

对 i = 1, 2,⋯, n均成立. 令 v = t - iT 0,考虑到系统

的周期性,根据式 (2) 和式 (5) 有

B ( t) = B (v ) , 5 (0, t) = 5 i5 (0, v ) ,

5 T (0, t) = 5 T (0, v ) 5 T
i . (7)

于是由式 (3) , (6) 和 (7) 可得

W i+ 1 = W i + 5 iW 15 T
i. (8)

同样根据式 (2) 和 (5) ,式 (8) 可写为

W i+ 1 = W i + 5 i
1W 1 (5 T

1 ) i. (9)

对所有 i = 1, 2,⋯, n 都利用上述关系,便可推出式

(4). □

　　定理 1　当且仅当在区间 (0, T 0) 内能控时,周

期性系统 (1) 能控. 即周期性系统能控的充分必要

条件是矩阵

W 1 =∫
T 0

0
5 (0, t)B ( t)B T ( t) 5 T (0, t) d t (10)

正定.

　　证明　必要性: 采用反证法,假设该周期性系

统完全能控,但在区间 (0, T 0) 内不能控,即矩阵W n

正定,W 1 非正定. 则根据式 (10) 可知W 1 为奇异矩

阵,于是根据引理 3可直接导出矩阵W n 奇异,这与

题设相矛盾. 所以,如果周期性系统能控,则矩阵W 1

必为正定,即系统在区间 (0, T 0) 内能控.

　　充分性: 当矩阵W 1正定时,考虑到状态转移矩

阵 5 0 非奇异,此时有

W n = ∑
n- 1

k= 0

5 k
1W 1 (5 T

1 ) k =

∑
n- 1

k= 0∫
T 0

0
5 k

15 (0, t)B ( t)B T ( t) 5 T (0, t) (5 T
1 ) kd t > 0.

(11)

即周期性系统能控. □

3　离散周期性系统的能控性
　　周期性系统的离散状态方程描述如下:

x ( l + 1) = 5 ( l) x ( l) + # ( l) u ( l). (12)

其中: l∈ Z + ,状态 x ( l) ∈R n ,控制输入 u ( l) ∈R m.

矩阵 5 ( l) 和矩阵 # ( l) 均为周期为N 的矩阵,即连

续周期性系统每个周期T 0内进行N 次采样,这里N

≥ n + 1,其选择应满足香农采样定理. 对于该离散

周期性系统,有如下结论:

　　定理 2　离散周期性系统 (12) 能控的充分条

件是矩阵

[W ]n = ∑
nN

l= 0

5 (0, l) # ( l) # T ( l) 5 T (0, l) (13)

正定.

　　该定理可由对应的连续周期性系统能控性判

据 (引理 1) 直接得出,这里略去其证明过程. 进而该

定理可简化为下述两个结论:

　　定理 3　如果周期性系统 (12) 能控,则它必在

区间 (0, kN ) 上能控,即矩阵

[W ]k = ∑
kN

l= 0

5 (0, l) # ( l) # T ( l) 5 T (0, l)

正定. 其中 k≤n为单周矩阵 5 (N , 0) 的最小多项式

的阶次, 5 (N , 0) 对应于连续周期性系统中的单周

矩阵 5 (T 0, 0).
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　　定理 4　周期性系统 (12) 能控的充分必要条

件是它在区间 (0,N ) 内能控,即矩阵

[W ]1 = ∑
N

l= 0
5 (0, l) # ( l) # T ( l) 5 T (0, l) (14)

正定.

4　保证离散前后周期性系统能控性一致
　　当系统通过采样和保持从连续形式化为离散

形式时,其能控性等结构属性会发生变化,从而导致

离散后的系统无法用输出反馈实现闭环稳定控制.

如果离散化过程使系统失去能控性, 判断离散系统

能控或不能控就无任何意义. 因此,这里急需回答的

问题是: 能否保证系统能控性在离散化过程中保持

不变?许多年来,控制界的学者们一直在设法寻找能

回答这一问题的离散化方法[9, 10 ]. 文献[ 6 ] 提出了一

种不等间距周期性采样方法, 每个采样周期由连续

M 个间隔为 T 的采样点后接一个间隔为 Tϖ的采样
点组成,即采样时间点取为

tk =

kT , k = 1, 2,⋯,M ;

M T + Tϖ, k = M + 1;

tk- (M + 1) + M T + Tϖ, k > M + 1.

(15)

其中:M ∈ Z + (M ≥ n) ; T , Tϖ∈R + ,且 T öTϖ为无理
数. 这里, R , Z , R + , Z + 和 Z +

0 分别表示实数、整数、

正实数、正整数和非负整数集合.

　　 采用该采样模式和零阶保持器, 系统 (1) 可离

散化为形如式 (12) 的离散系统. 文献[ 7 ] 已证明,对

于线性定常系统这种离散化过程不影响系统的能控

性和能观性. 本文将这一结论推广到周期性系统,并

得到如下结论:

　　定理 5　如果采用式 (15) 的采样方法将连续

周期性系统离散化为系统 (12) ,则离散系统 (12) 的

能控性与其连续系统 (1) 的能控性等价, 即两者互

为充要条件.

　　由于线性周期性系统可看作特殊形式的时变

线性系统, 而关于线性时变系统在上述采样方式下

的能控性结论,参见文献[ 11 ],故定理 5的证明略.

5　结　　论
　　 本文的主要工作在于, 证明了文献 [ 5, 6 ] 中关

于连续线性周期性系统的能控性结论可从区间 (0,

nT 0) 能控或 (0, kT 0) 能控改善到区间 (0, T 0) 能控,

同时将这些结论直接推广到离散周期性系统. 另外,

本文还讨论了将系统从连续形式化为离散形式的过

程中保证系统能控性不变的可能性问题, 所得的结

论是: 如果采用文献[ 7 ] 中的采样方式,则线性周期

性系统的能控性在离散化过程中保持不变.

　　第 2部分的结论实际上给出了文献[ 6 ] 中隐含

的关于周期性矩阵R icca ti微分方程的一个重要结

论的证明,该R iccat i微分方程建立在一个能控矩阵

对 (A ,B ) 和一个能观矩阵对 (A , C ) 的基础上.

　　第 4部分的结论是在对文献[ 7 ] 中关于线性定

常系统能控性结论进行推广的基础上, 针对周期性

系统得到的,但该结论不限于周期性系统,它适合于

一般的时变线性系统.

　　根据对偶原理,本文的所有结论都可直接推广

到对应的能观性结论.
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