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摘　要: 针对一类具有随参数变化状态时滞的线性参数变化系统,提出一种新的依赖于参数的 L yapunov稳定条件.

该准则通过引入两个附加矩阵,解除了系统矩阵与依赖于参数的L yapunov函数之间的耦合,更易于系统的分析与

综合. 在此基础上设计了此类系统的状态反馈控制器,采用线性矩阵不等式技术,将控制器存在的充分条件转化为参

数线性矩阵不等式的解存在条件. 数值仿真验证了所提出算法的可行性.
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Abstract: A param eter2dependen t L yapunov condit ion is p ropo sed fo r the stab ility of linear param eter2varying

(L PV ) system s w ith a param eter2varying sta te delay. T h is stab ility criterion is ach ieved by the in troduction of tw o

slack variab les, w h ich elim inate the coup ling betw een L yapunov functions and system m atrices. U pon the new

condit ions, the co rresponding sta te feedback con tro llers are designed. Sufficien t condit ions fo r the ex istence of such

con tro llers are estab lished in term s of param eterized linear m atrix inequalit ies (LM Is). A nd num erical examp le

show s the feasib ility of the p ropo sed condit ion and con tro llers design p rocedure.
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1　引　　言
　　线性参数变化 (L PV )系统是一类重要的时变系

统,其状态空间模型的矩阵是某些时变参数的确定

函数,而这些时变参数是可实时测量的. 许多实际系

统都可用上述模型进行描述. 由于时滞大量存在于

实际的物理系统,常常造成系统不稳定或使系统性

能变差. 国内外学者对于时滞系统的稳定性分析和

控制作了大量研究工作,并取得了很多成果[1～ 6 ]. 而

对时滞L PV 系统的研究[4～ 6 ]刚刚起步, 其中文献

[4, 5 ]主要研究的是时滞L PV 系统的L 22L 2 控制;

文献[ 6 ]研究的是时滞无关及时滞相关L PV 系统的

稳定性问题. 本文在文献[ 4, 6 ]的基础上引入了附加

矩阵,进一步研究一类具有随参数变化状态时滞的

L PV 系统的二次稳定条件,以及相应的控制器设计

方法.

　　受文献[ 7～ 10 ]的启发,本文针对时滞L PV 系

统, 提出了一种新的依赖于参数的L yapunov 稳定

条件. 该条件通过引入两个附加矩阵变量而呈现出
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L yapunov 矩阵与系统矩阵之间的分离特性,从而得

到比文献[ 4, 6 ]更易于实现的稳定性条件. 在此基础

上,采用线性矩阵不等式技术,设计了此类系统的状

态反馈控制器,并将控制器存在的充分条件转化为

参数线性矩阵不等式的求解问题. 所得结果可推广

到具有多重状态时滞和输入时滞的L PV 系统. 最后

用数值仿真验证了所提出方法的可行性.

2　问题描述
　　考虑如下时滞L PV 系统:

xα( t) = A (Θ( t) ) x ( t) + A h (Θ( t) ) x ( t -

h (Θ( t) ) ) + B (Θ( t) ) u ( t) ,

x (Η) = <(Η) , Π Η∈ [ - h (Θ(0) ) , 0 ]. (1)

其中: x ( t) ∈ R n 为状态变量, u ( t) ∈ R m 为控制输

入.

　　 假定系统状态矩阵A (õ) ,A h (õ) ,B (õ) 和滞后

h (õ) 为时变参数 Θ(õ) 的函数,且 h ( t) 满足

0 < h ( t) ≤H < ∞, 0 < h
õ

( t) ≤ Ρ < 1, Π t≥ 0.

(2)

参数向量 Θ( t) = [Θ1 ( t) Θ2 ( t) ⋯ Θs ( t) ]T 满足 Θi ( t)

实时可测,且Θi ( t) ∈ [Θi, Θλi ],参数的变化率 Σi ( t) ∈

[Σi, Σλi ]. 以下用 Θ和 Θi 分别代表 Θ( t) 和 Θi ( t).

　　构造如下形式的无记忆状态反馈控制器:

u ( t) = K (Θ) x ( t) , (3)

其中 K (Θ) 为待求的依赖于参数的反馈增益矩阵.

此时闭环系统为

xα( t) = Aϖ (Θ) x ( t) + Aϖh (Θ) x ( t - h (Θ) ) , (4)

其中

Aϖ (Θ) = A (Θ) + B (Θ) K (Θ) ,Aϖh (Θ) = A h (Θ).

(5)

　　本文的问题是针对系统 (1) , 研究其二次稳定

准则,并设计形如式 (3) 的状态反馈控制器,使其闭

环系统 (4) 二次稳定.

3　二次稳定准则
　　引理 1[4 ]　对于系统 (1) ,如果存在连续可微的

对称正定矩阵 P (Θ) ∈ R n×n 和对称正定矩阵Q ∈

R n×n ,使得

M (Θ) + Q P (Θ)Aϖh (Θ)

3 - (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) )Q
< 0 (6)

对所有参数变化轨迹成立, 则闭环系统 (4) 二次稳

定. 其中

M (Θ) = AϖT (Θ) P (Θ) + P (Θ)Aϖ (Θ) + ∑
S

i= 1
(Σi

5P
5Θi

).

　　引理 2[6 ]　对于系统 (1) ,如果存在连续可微的

对称正定矩阵 P (Θ) ∈ R n×n 和对称正定矩阵Q (Θ)

∈R n×n ,使得

M (Θ) + Q (Θ) P (Θ)Aϖh (Θ)

3 - (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) )Q (Τ)
< 0

(7)

对所有参数变化轨迹成立, 则闭环系统 (4) 二次稳

定. 其中Τ( t) = Θ( t - h (Θ( t) ) ) ,这里用Τ代表Τ( t).

　　注1　引理2与引理1相比降低了保守性,所选

取的依赖于参数的L yapunov2K rasovsk ii函数,在积

分项中引入了依赖于参数的Q (Θ) ,即

V (x ( t) , Θ) ) = x T ( t) P (Θ) x ( t) +

∫
t

t- h (Θ)
x T (s)Q (Θ) x (s) ds. (8)

　　以上引理中存在L yapunov函数矩阵与闭环系

统状态矩阵之间的耦合. 将式 (5) 代入式 (6) 和 (7) ,

式 (6) 和 (7) 将成为双线性矩阵不等式. 为解决这一

问题,引入附加矩阵来解耦,从而得到新的二次稳定

准则.

　　定理 1　对于系统 (1) ,如果存在连续可微的对

称正定矩阵X (Θ) ∈R n×n ,对称正定矩阵 Y ∈R n×n ,

矩阵V ∈R n×n和G ∈R n×n ,对足够小的正常数 Ε>

0 及所有参数变化轨迹, 满足以下参数线性矩阵不

等式:

Ε- 1X (Θ) - (V + V T ) V T ( I + ΕAϖ (Θ) ) T 0 0

3 - Ε- 1X (Θ) - ∑
S

i= 1
(Σi

5X
5Θi

) (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) )Aϖh (Θ)G X (Θ)

3 3 (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) ) Y - G - G T 0

3 3 3 - Y

< 0, (9)

则闭环系统 (4) 二次稳定.
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　　证明　首先定义X (Θ) = P - 1 (Θ) , Y = Q - 1,不 等式 (9) 等价于

　　

Ε- 1P - 1 (Θ) - (V + V T ) V T ( I + ΕAϖ (Θ) ) T 0 0

3 - Ε- 1P - 1 (Θ) - ∑
S

i= 1
(Σi

5P - 1

5Θi
) (1 - ∑

S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) )Aϖh (Θ)G P - 1 (Θ)

3 3 (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) )Q - 1 - G - GT 0

3 3 3 - Q - 1

< 0. (10)

　　根据文献[ 10 ],式 (10) 等价于

- Ε- 1P - 1 (Θ) Ε- 1P - 1 (Θ) ( I + ΕAϖ (Θ) ) T 0 0

3 - Ε- 1P - 1 (Θ) - ∑
S

i= 1
(Σi

5P - 1

5Θi
) Aϖh (Θ)Q - 1 P - 1 (Θ)

3 3 - (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) )Q - 1 0

3 3 3 - Q - 1

< 0. (11)

　　由 Schu r补引理[11 ] ,可知式 (11) 等价于

N (Θ) Aϖh (Θ)Q - 1 P - 1 (Θ)

3 - (1 - ∑
S

i= 1

(Σi
5h
5Θi

) )Q - 1 0

3 3 - Q - 1

< 0,

(12)

其中

N (Θ) = - Ε- 1P - 1 (Θ) - ∑
S

i= 1
(Σi

5P - 1

5Θi
) +

( I + ΕAϖ (Θ) ) Ε- 1P - 1 (Θ) ( I + ΕAϖ (Θ) ) T.

上式经整理得

N (Θ) = Aϖ (Θ) P - 1 (Θ) + P - 1 (Θ)AϖT (Θ) +

ΕAϖ (Θ) P - 1 (Θ)AϖT (Θ) - ∑
S

i= 1
(Σi

5P - 1

5Θi
).

(13)

由于 Ε为足够小的正常数,令

T (Θ) =

Aϖ (Θ) P - 1 (Θ) + P - 1 (Θ)AϖT (Θ) - ∑
S

i= 1
(Σi

5P - 1

5Θi
).

于是式 (12) 等价于

T (Θ) Aϖh (Θ)Q - 1 P - 1 (Θ)

3 - (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) )Q - 1 0

3 3 - Q - 1

< 0.

(14)

　　用矩阵J = diag{P (Θ) ,Q , I }对式 (14) 作全等

变换,可得

M (Θ) P (Θ)Aϖh (Θ) I

3 - (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) )Q 0

3 3 - Q - 1

< 0.

(15)

　　根据Schu r补引理[11 ] ,式 (15) 与引理1中式 (6)

等价,因此闭环系统 (4) 二次稳定. □

　　注2　定理1中建立的时滞L PV 系统的二次稳

定新准则是由引理 1 推导出的. 为进一步降低其保

守性,可根据引理 2将式 (9) 推广为

Ε- 1X (Θ) - (V + V T ) V T ( I + ΕAϖ (Θ) ) T 0 0

3 - Ε- 1X (Θ) - ∑
S

i= 1
(Σi

5X
5Θi

) (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) )Aϖh (Θ)G X (Θ)

3 3 (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) ) Y (Τ) - G - G T 0

3 3 3 - Y (Θ)

< 0.

(16)
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　　注3　通过引入附加矩阵V 和G ,定理1消除了

L yapunov函数与系统矩阵之间的耦合,即不再含有

正定矩阵与系统矩阵的乘积项. 这种特性使得将该

条件用于系统的稳定性分析及综合时, 数值实现更

加容易.

　　通过解除L yapunov矩阵和系统矩阵之间的耦

合来减小设计的保守性的思想, 是由文献 [ 8 ] 中提

出的,该方法可应用于不确定离散系统. 文献[ 7 ] 借

助于投影定理将这种思想扩展到连续系统. 文献[ 9 ]

将其应用于仿射L PV 系统的变增益观测器设计. 然

而这种思想在时滞L PV 系统中的应用尚未见报道.

本文即是受以上文献的启发, 推导了应用于时滞

L PV 系统的依赖于参数的L yapunov稳定条件.

4　控制器设计
　　下面基于定理 1设计系统 (1) 的状态反馈控制

器.

　　定理 2　对于系统 (1) ,如果存在连续可微的对

称正定矩阵X (Θ) ∈R n×n ,对称正定矩阵 Y ∈R n×n ,

矩阵V ∈R n×n , G ∈R n×n 和R (Θ) ∈R n×n ,使得

Ε- 1X (Θ) - (V + V T ) V T + ΕV TA T (Θ) + ΕR T (Θ)B T (Θ) 0 0

3 - Ε- 1X (Θ) - ∑
S

i= 1
(Σi

5X
5Θi

) (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) )A h (Θ)G X (Θ)

3 3 (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) ) Y - G - G T 0

3 3 3 - Y

< 0,

(17)

对足够小的正常数Ε> 0及所有参数变化轨迹成立,

则闭环系统 (4) 二次稳定.

　　若上述参数线性不等式存在可行解,则依赖于

参数的状态反馈控制器增益矩阵为

K (Θ) = R (Θ)V - 1. (18)

考虑式 (5) 和式 (18) ,则式 (9) 与式 (17) 等价.

　　注 4　用上述同样的方法,由式 (16) 可设计如

式 (18) 所示的状态反馈控制器,满足

　　

Ε- 1X (Θ) - (V + V T ) V T + ΕV TA T (Θ) + ΕR T (Θ)B T (Θ) 0 0

3 - Ε- 1X (Θ) - ∑
S

i= 1
(Σi

5X
5Θi

) (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) )A h (Θ)G X (Θ)

3 3 (1 - ∑
S

i= 1
(Σi

5h
5Θi

) ) Y (Τ) - G - GT 0

3 3 3 - Y (Θ)

< 0. (19)

　　注 5　借助于文献[ 10 ] 的近似基函数方法,可

将式 (17)～ (19) 中的X (Θ) , Y (Θ) 和R (Θ) 表述为

X (Θ) = ∑
S

j= 1

f j (Θ)X j > 0, (20)

Y (Θ) = ∑
S

j = 1
f j (Θ) Y j > 0, (21)

R (Θ) = ∑
S

j = 1
f j (Θ)R j. (22)

然后利用网格技术将参数线性矩阵不等式组转化为

有限维的凸优化问题.

5　算　　例
　　考虑如下具有时变状态时滞的L PV 系统:

xα( t) =
0 1 + 0. 2Θ1 ( t)

- 2 - 3 + 0. 1Θ1 ( t)
x ( t) +

　　　
0. 2Θ1 ( t)

0. 1 + 0. 1Θ1 ( t)
u ( t) +

　　　
0. 2Θ1 ( t) 0. 1

- 2 + 0. 1Θ1 ( t) - 0. 3
x ( t - ΛΘ2 ( t) ) ,

(23)

其中: Θ1 ( t) = sin t和Θ2 ( t) = ûco s 5tû 为时变参数,

满足 Θ1 ( t) ∈ [ - 1, 1 ], Θ2 ( t) ∈ [ 0, 1 ], Θα1 ( t) ∈

[ - 1, 1 ], Θα2 ( t) ∈ [ - 5, 5 ]; h ( t) = ΛΘ2 ( t) 和 ûhα( t) û

< 1为时变时滞,参数 Λ≤ Λm 代表了使系统二次稳

定所允许的时滞幅值.

　　本例的目的是确定上述系统的二次稳定性,即

确定使闭环系统二次稳定的最大时滞 Λm 值,进而设

计相应的状态反馈控制器. 首先选取近似基函数

f 1 (Θ) = 1, f 2 (Θ) = Θ1 ( t) , f 3 (Θ) = Θ2 ( t) ,
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于是有

　　　　X (Θ) = X 1 + Θ1 ( t)X 2 + Θ2 ( t)X 3,

　　　　Y (Θ) = Y 1 + Θ1 ( t) Y 2 + Θ2 ( t) Y 3,

　　　　R (Θ) = R 1 + Θ1 ( t)R 2 + Θ2 ( t)R 3.

　　运用网格技术将参数的变化区域均匀划分为 9

× 9网格,应用LM I工具箱中求解器 feast来判断参

数线性矩阵不等式的可行解问题, 并求出可行解所

对应的最大时滞 Λm.

　　采用定理 2的稳定条件 (17) ,对于Ε= 0. 01,可

得最大时滞 Λm = 0. 2026,相应的控制器为

K (Θ) = [ - 100. 785 5　 - 23. 4047 ] +

Θ1 ( t) [ - 623. 8318　 - 128. 5151 ] +

Θ2 ( t) [ - 122. 4294　 - 21. 3442 ].

　　 用式 (19) 的稳定条件可得最大值 Λm =

0. 203 1, 相应的控制器为

K (Θ) = [ 0. 001 0　 - 4. 3025 ] +

Θ1 ( t) [ - 26. 8887　 - 7. 5392 ] +

Θ2 ( t) [ 0. 2692　 - 2. 3145 ].

　　可以看出时滞的大小会对系统稳定性产生影

响, 两个稳定条件相比, 式 (19) 比式 (17) 的参数依

赖条件具有较低的保守性.

6　结　　语
　　本文针对一类具有参数变化状态时滞的线性参

数变化系统,提出了新的二次稳定条件,并得到了相

应的状态反馈控制器的设计方法. 所得到的稳定条

件表述为参数线性矩阵不等式的解存在性,是对参

数依赖二次稳定研究的进一步扩展. 所得结果可推

广到具有多重时变状态时滞以及输入时滞的L PV

系统.
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