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一种贝叶斯证据框架下支持向量机建模方法的研究

阎威武, 常俊林, 邵惠鹤
(上海交通大学 自动化系, 上海 200030)

摘　要: 研究贝叶斯证据框架下标准支持向量机和最小二乘支持向量机的估计算法和建模方法,给出一种高斯核支

持向量机估计算法的参数选择和调整方法. 将贝叶斯证据框架下支持向量机的建模方法应用于非线性系统的辨识,

仿真结果表明,该方法对于工业过程建模是十分有效的.
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Abstract: R egression algo rithm s and modeling m ethod based on standard suppo rt vecto r m ach ine (Standard SVM )

and least squares suppo rt vecto r m ach ine (L S SVM ) w ith in the Bayesian evidence fram ew o rk are discussed. A

param eter select ing and tun ing m ethod w ith in the Bayesian evidence fram ew o rk is p ropo sed fo r SVM regression w ith

Gauss kernel. SVM modeling m ethod w ith in the Bayesian evidence fram ew o rk is app lied to non linear system

iden tificat ion, and effective resu lts are ob tained.

Key words: suppo rt vecto r m ach ine; bayesian; modeling, evidence fram ew o rk

1　引　　言
　　统计学习理论是由V apn ik [1 ]建立起来的一种

专门研究小样本情况下机器学习规律的理论,支持

向量机 (SVM )是在这一理论上发展而来的一种新

的通用学习方法. 支持向量机较好地解决了小样本、

非线性、高维数、局部极小点等实际问题,已在模式

识别、信号处理以及函数逼近等领域得到了应用,其

中支持向量机估计算法及其应用是相对较新的研究

领域. 在支持向量机中,正规化参数和核参数是非常

重要的参数,因此,寻找最佳正规化参数和核参数的

问题也就是最佳模型选择问题. 这些参数的选择可

以根据经验、确认集、交叉验证、误差界方法以及统

计方法等进行确定[2 ].

M acky [3 ]提出一种贝叶斯证据框架, Kow k [4 ]则

对贝叶斯证据框架下标准支持向量机分类问题进行

了研究. 本文主要研究贝叶斯证据框架下支持向量

机估计算法, 给出一种高斯核标准支持向量机

(Standard SVM ) 和最小二乘支持向量机 (L S

SVM )估计算法的参数选择和调整方法, 同时给出

一种贝叶斯证据框架下支持向量机估计算法的建模

方法. 将该建模方法应用于非线性系统的辨识,取得

了十分有效的结果.
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2　支持向量机回归估计算法
　　设样本集为

(x 1, y 1) ,⋯, (x l, y l) ∈R n ×R.

　　首先用一非线性映射 Ω(õ) 把样本从原空间R n

映射到 k 维特征空间 Ω(x ) = (Υ(x 1) , Υ(x 2) ,⋯,

Υ(x l) ) ,然后在这个高维特征空间中构造最优决策

函数 f (x ) = w Υ(x ) + b,这样非线性估计函数便转

化为高维特征空间中的线性估计函数. 利用结构风

险最小化原则寻找w 和 b,即最小化R =
1
2
‖w ‖2

+ cR emp ,其中:‖w ‖2 为控制模型的复杂度, c为正

规化参数, R emp 为误差控制函数. R emp 中选取不同的

损失函数,可构造不同形式的支持向量机. 标准的支

持向量机在优化目标中的损失函数为误差 Νi
[1 ]. 最

小二乘支持向量机在优化目标中的损失函数为误差

Νi 的二次项[5 ].

对标准支持向量机,优化问题为

m inJ (w , Ν) =
1
2

w Tw + c∑
l

i= 1

(Νi + Ν3
i ) ,

s. t. y i - w Υ(x i) - b≤ Ε+ Νi,

　　w Υ(x i) + b - y i ≤ Ε+ Ν3
i ,

　　Ν3
i , Νi≥ 0, i = 1, 2,⋯, l. (1)

最后的非线性估计函数为

f (x ) = ∑
支持向量

(a i - a3
i ) K (x i, x j ) + b. (2)

　　对最小二乘支持向量机,优化问题为

m inJ (w , Ν) =
1
2

w Tw + c
1
2∑

l

i= 1
Ν2

i ,

s. t. y i = w Υ(x i) + b + Νi,

　　i = 1, 2,⋯, l. (3)

最后的非线性估计函数为

f (x ) = ∑
l

i= 1
a iK (x , x i) + b. (4)

　　 在支持向量机估计算法中,正规化参数 c和核

参数 (如高斯K (x , x i) = exp (- ‖x - x i‖2ö(2Ρ2) )

中的参数 Ρ) 是非常重要的参数. 下节将针对式 (1)

和式 (3) ,讨论贝叶斯证据框架下支持向量机估计算

法最优参数的选择问题.

3　支持向量机参数的贝叶斯调整方法
　　 证据框架将贝叶斯推断分为 3 个准则的推

断[3 ]. 贝叶斯证据框架的基本思想是最大化参数分

布的后验, 而最佳参数值或模型是在参数分布后验

最大化的情况下得到的. 在支持向量机中,准则 1可

推断参数 a i 和 b,准则 2可估计正规化参数,准则 3

可估计核参数.

3. 1　准则 1推断

首先为便于处理, 将优化问题的目标函数除以

c,并用 Κ代替 1öc. 假设D 为数据空间, H 为模型空

间. 准则 1推断通过贝叶斯规则推断w 的后验[3, 4 ]:

　p (w öD , Κ, H )∝ p (D öw , Κ, H ) p (w öΚ, H ). (5)

假设训练数据是独立同分布的, p (w öΚ, H ) 服从高

斯分布,则存在

p (D öw , Κ, H ) =

∏
l

i= 1
p (y iöx i,w , Κ, H ) p (x iöw , Κ, H ) , (6)

p (w öΚ, H ) =
Κ

2Π

k
2
exp -

Κ
2

w Tw , (7)

其中 p (x iöw , Κ, H ) 可以看作是常数. 用 L (y i,

f (x i) ) 表示损失函数,则有

p (y iöx i,w , Κ, H )∝ exp (- L (y i, f (x i) ) ). (8)

将式 (6)～ (8) 代入式 (9) , 得

p (w öD , Κ, H )∝

exp -
Κ
2

w Tw - ∑
l

i= 1
L (y i, f (x i) ) . (9)

　　可以看出,支持向量机的训练 (1) 和 (3) 也即最

大化w 的后验 p (w öD , Κ, H ).

3. 2　准则 2推断

将贝叶斯规则应用于准则 2推断, 通过最大化

正规化参数Κ的后验 p (ΚöD , H ) ,可以求得Κ的最佳
值 ΚM P. 由于

p (ΚöD , H ) =

p (D öΚ, H ) p (ΚöH )
p (D öH ) ∝ p (D öΚ, H ) p (ΚöH )∝

p (D öΚ, H )∝∫p (D öw , Κ, H ) p (w öΚ, H ) dw ∝

Κ
2Π

k
2

∫exp -
Κ
2

w Tw - ∑
l

i= 1
L (y i, f (x i) ) dw .

(10)

令 EW =
1
2

w Tw , ED = ∑
l

i= 1
l (y i, f (x i) ) ,则

p (ΚöD , H )∝

Κ
k
2∫exp (- ΚEM P

W - EM P
D -

1
2

(w - w M P )A (w - w M P ) ) dw =

Κ
k
2 exp (- ΚEM P

W - EM P
D ) (2Π)

k
2 det- 1

2A . (11)

其中w M P 表示最优的w ,

　　　A =
52 (ΚEW + ED )

5w =

　　　¨ 2 ΚEw + ∑
l

i= 1

L (y i, f (x i) ) .
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式 (11) 两边取对数得

lnp (ΚöD , H ) = - ΚEM P
W - EM P

D +
k
2

lnΚ-

1
2

ln (detA ) + 常数, (12)

对应于Κ最大化 ln (ΚöD , H ) , Κ的最佳值ΚM P 可用下

式求得:

2ΚM P EM P
W = Χ, (13)

其中 Χ= k - Κt raceA - 1 称为参数的有效数[3 ].

在标准支持向量机估计算法中, 损失函数为

L (y i - f (x i) - Ε) = Νi,L (f (x i) - y i - Ε) = Ν3
i .

由于 Νi 和 Ν3
i 没有二阶微分, 则由下面函数代替: Νi

= (y i - f (x i) - Ε) s (y i - f (x i) - Ε) , Ν3
i = (f (x i)

- y i - Ε) s (f (x i) - y i - Ε) , 其 中 s (u ) =

1
1 + e- u

[4 ]

. 于是可得

A = ¨ 2 ΚEw + ∑
l

i= 1

(Νi + Ν3
i ) = ΚI + B ,

B = ∑
l

i= 1
r iΥ(x i) Υ(x i) T. (14)

其中

r i = (y i - f (x i) - Ε) s″(y i - f (x i) - Ε) +

2s (y i - f (x i) - Ε) +

(f (x i) - y i - Ε) s″(f (x i) - y i - Ε) +

2s (f (x i) - y i - Ε).

　　在最小二乘支持向量机估计算法中,损失函数

为L (y i, f (x i) ) = Ν2
i = (y i - w Υ(x i) - b) 2,则有

A = ¨ 2 ΚEw + ∑
l

i= 1
L (y i, f (x i) ) = ΚI + B ,

B = ∑
l

i= 1
2Υ(x i) ΥT (x i). (15)

　　用Θl表示B 的特征值. 在标准支持向量机中, Θl

是元素为 K (x i, x j ) = r iΥT (x i) Υ(x j ) 的 l× l矩阵 K{

的特征值; 在最小二乘支持向量机中, Θl 是元素为

K (x i, x j ) = ΥT (x i) Υ(x j ) 的 l× l矩阵 K 的特征值.

则支持向量机的有效数[4 ] 为

Χ= k - Κt raceA - 1 = ∑
N

i= 1

Θi

Κ+ Θi
, (16)

其中N (N ≤ l) 表示非零特征值的数目.

3. 3　准则 3推断

准则 3 通过最大化后验概率 p (H öD ) ∝

p (D öH ) p (H ) 选择最优核参数. 假设先验 p (H ) 在

样本上是平坦分布, 可得[3 ]

p (H öD )∝ p (D öH )∝

∫p (D öΚ, H ) p (ΚöH ) dΚ∝

p (D öΚM P , H ) ö Χ, (17)

lnp (H öD ) =

- ΚM P EM P
W - EM P

D +
k
2

lnΚM P -
1
2

ln (detA ) -

1
2

ln (k - ΚM P t raceA - 1) + 常数. (18)

　　对核参数最大化 lnp (H öD ) , 可得最优的核参

数. 对于高斯核参数的确定方法,令

5 lnp (H öD ) ö5Ρ = 0. (19)

由于标准支持向量机中

5(ΚM P EM P
W )

5Ρ = - ΚM P (a i - a j ) (a3
i - a3

j ) 5K
5Ρ =

- ΚM P∑
l

i, j= 1

(a i - a j ) (a3
i - a3

j ) ×

exp -
(x i - x j ) 2

2Ρ2 (x i - x j ) 2Ρ- 3, (20)

5ln (detA )
5Ρ = trace A - 1 5A

5Ρ = trace A - 1 5K{

5Ρ ,

(21)

5ln (k - ΚM P t raceA - 1)
5Ρ =

ΚM P

k - ΚM P t raceA - 1 t race A - 2 5K{

5Ρ , (22)

将式 (18) , (20)～ (21) 代入 (19) ,可得标准支持向

量机的最佳核参数为

Ρ =

ΚM P∑
l

i, j = 1

(a i - a j ) (a3
i - a3

j ) ×

ΚM P ×
k - ΚM P t raceA - 1 t race A - 2 5K{

5Ρ +
→

←
exp -

(x i - x j ) 2

2Ρ2 (x i - x j ) 2

t race A - 1 5K{

5Ρ

1
3

. (23)

　　用同样的方法,可得最小二乘支持向量机的核

参数为

Ρ =

ΚM P∑
l

i, j= 1
a ia j ×

ΚM P

k - ΚM P t raceA - 1 t race A - 2 5K
5Ρ +
→

←
exp -

(x i - x j ) 2

2Ρ2 (x i - x j ) 2

t race A - 1 5K
5Ρ

1
3

. (24)
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　　在上式中,核宽度Ρ不可能为负值,因此对核参

数取了绝对值.

4　基于支持向量机的建模方法
　　基于支持向量机的模型属于黑盒模型, 其模型

输入输出之间的非线性函数关系由支持向量机实

现. 贝叶斯证据框架下支持向量机的建模步骤如下:

Step 1: 确定输入输出变量;

Step 2: 对样本数据进行归一化预处理;

Step 3: 选择支持向量机估计算法;

Step 4: 设定初始参数值,对支持向量机进行训

练,获取支持向量模型中的系数 a i;

Step 5: 用准则 2推断迭代求解正规化参数 c;

Step 6: 用准则 3推断迭代求解核参数 Ρ;

Step 7: 用所求的正规化参数和核参数重新训

练支持向量机,返回 Step 4多次,选出最优模型;

Step 8: 用建立好的模型进行估计和预测.

5　仿真实验
　　将贝叶斯证据框架下支持向量机的建模方法

应用到如下的非线性系统[6 ]:

y = sin (Πx 1x 2) + (x 3 - 0. 5) 2 + x 4x 5. (25)

仿真建模的目的是通过输入变量{x iû i = 1, 2,⋯, 5}

来估计输出 y ,其中 5个输入变量{x iû i = 1, 2,⋯, 5}

取[ 0, 1 ]之间的随机数. 时间序列训练集由 100组样

本组成; 另外产生 100 组时间序列测试样本用来校

验模型. 对数据进行归一化[7 ] , 选择高斯核函数. 用

泛化均方根误差 (RM SE) 和最大的泛化绝对误差

(M A XE) 来评价模型.

图 1为标准支持向量机模型的估计值与实际值

曲线 (其中: Ρ= 1. 259 1, c = 0. 636 6, Ε= 0. 1) ,图 2

为最小二乘支持向量机模型的估计值与实际值曲线

(其中: Ρ= 0. 012 2, c = 53. 475 9). 表 1给出了本文

结果 (Standard SVM 和L S SVM ) 与其他方法[6 ] 的

结果比较. 从图 1、图 2可以看出,支持向量机模型和

最小二乘支持向量机模型的预测值很好地逼近了非

线性系统输出的实际值. 从表 1可以看出,本文方法

不论从泛化均方根误差还是最大的泛化绝对误差方

面,均比现有的几种方法好.

通过应用结构风险最小化原则, 支持向量机对

于给定的样本可以实现最小化误差和最小化模型复

杂性的某种折衷, 从而可以通过控制模型的复杂性

来获得好的泛化能力. 而优化的正规化参数和核参

数则很好地实现了对模型复杂性的控制, 因而使得

支持向量机模型具有优良的泛化能力. 贝叶斯证据

框架下支持向量机的参数选择方法是非常有效的,

图 1　标准支持向量机模型的估计值与实际值曲线

图 2　最小二乘支持向量机模型的估计值与实际值曲线

表 1　各种模型的结果比较

建模方法 RM SE M A XE

RBF2OL S 0. 194 6 0. 625 9

PL S 0. 253 4 0. 748 3

FMM 2PL S 0. 169 5 0. 442 0

FMM 2RBF 0. 190 1 0. 624 2

FMM 0. 159 0 0. 439 1

L PF 0. 163 4 0. 579 1

Standard SVM 0. 095 2 0. 257 0

L S SVM 0. 123 5 0. 283 7

为支持向量机的应用提供了可靠的支持.

6　结　　论
　　本文提出了一种贝叶斯证据框架下标准支持向

量机和最小二乘支持向量机估计算法的建模方法,

给出了一种高斯核支持向量机估计算法的参数选择

和调整方法. 将贝叶斯证据框架下支持向量机的建

模方法应用于非线性系统的辨识,支持向量机模型

的预测值很好地逼近了非线性函数输出的实际值.

仿真结果表明,贝叶斯证据框架下支持向量机的建

模方法是工业过程建模的一种有效的新方法.

(下转第 533页)

528 控　　制　　与　　决　　策 第 19 卷



弦干扰下的最优减振控制问题,提出了一种前馈反

馈次优减振控制器设计的无滞后转换法. 仿真结果

表明,与经典反馈最优控制相比,本文的结果对正弦

干扰具有更好的鲁棒性. 本文方法可以方便地推广

到含有其他类型干扰的时滞系统的次优控制研究

中.
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