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一种混合优化算法及其收敛性证明
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摘　要: 针对改进的混沌优化方法和A lopex 算法的特性,将改进的A lopex 算法嵌入到改进的混沌优化算法中,提

出一种混合优化算法. 此算法充分发挥了改进的A lopex 算法的快速搜索能力和改进的混沌优化方法细致寻优的特

性,提高了算法的收敛速度,避免了优化算法陷入局部最优;同时对改进的混沌优化算法和混合优化算法的收敛性进

行了证明. 仿真结果表明了算法的有效性.
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Abstract: A hybrid op tim ization algo rithm , in w h ich the imp roved A lopex algo rithm is em bedded in to the imp roved

chao tic op tim ization algo rithm , is p ropo sed based on the p ropert ies of the imp roved chao tic op tim ization and A lopex

algo rithm. T he algo rithm is w ith the rap id search capab ility of the imp roved A lopex algo rithm and the sub tle search

characterist ics of the imp roved chao tic op tim ization algo rithm , and the convergen t speed of the p resen ted algo rithm

avo iding being trapped in local op tim um is imp roved. In the m ean tim e, the convergence of the imp roved chao tic

op tim ization algo rithm and hybrid op tim ization algo rithm are p roved. Sim ulation resu lts show that the algo rithm is

effective.
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1　引　　言
1. 1　混沌优化方法

　　混沌现象是不含外加随机因素的完全确定性系

统所表现出介于规则和随机之间的一种随机行为.

混沌现象不同于混乱和无规律现象,存在于绝大多

数非线性系统中,混沌现象虽貌似随机现象,但并非

真正如此. 混沌现象具有独特的性质: 1)随机性; 2)

遍历性; 3)规律性. 正是由于混沌的遍历性使其成为

搜索过程中避免陷入局部最优的一种机制,于是混

沌优化算法 COA 便应运而生. 目前所使用的混沌

优化算法可分为 3 种: 1) 直接利用混沌变量搜

索[1～ 4 ]; 2)为提高算法的性能,将混沌机制引入其他

优化算法中[5, 6 ]; 3)通过在HNN 中引入外部机制产

生的混沌噪声构成混沌神经网络进行优化[7 ].

　　通过对混沌优化方法的分析可知,混沌优化算

法的局限性在于: 1)单纯提高迭代步数不能显著提

高算法搜索的遍历程度; 2)多轨道并行搜索不能显

著提高混沌搜索的遍历程度; 3)在粗略搜索的最优

点附近进行细搜索,可能导致偏离全局最优点,影响

算法的搜索速度; 4)根据混沌变量的概率分布特点,
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在大范围搜索后,应缩小范围,对概率分布较小的区

间进行再搜索[3 ]. 此外,使用混沌优化算法应注意以

下问题: 初值的选取应避开不动点 0. 25, 0. 5 和 0.

75,混沌序列个数的选取依优化变量个数的多少而

不同,通常变量个数越多,序列越长;二次载波 (细搜

索)的调节系数选取应适当,开始时不能过小; 一次

载波 (粗搜索)与二次载波的搜索次数要适当.

1. 2　改进的A lopex算法

　　A lopex [8 ]是一种启发式与随机优化相结合的算

法,它从前次自变量变化对目标函数产生的影响中

得到启发,用过程控制参数来控制行走方向的概率,

利用“噪声”来摆脱局部最优解,使算法具有一定的

爬坡能力. 它在一定程度上既克服了传统启发式算

法易陷入局部最优的缺陷,又克服了模拟退火算法

从完全随机搜索到梯度搜索收敛极为缓慢的不足.

它不要求目标函数可微,且能保证求出的解满足一

定的精度,主要特点是具有快速的搜索能力.

　　A lopex 算法在迭代过程中,各个自变量不仅可

以向正向变化,而且能以一定的概率向反向变化,其

目的是使算法跳出局部最优值. 从实验得知,为得到

全局最优解,自变量正向变化的步长应小一些,避免

由于步长过大错过全局最优值; 而反向变化步长应

大一些, 因为反向变化的目的是使目标函数摆脱局

部最优值. 若反向步长过小,目标函数跳出局部最优

的概率不大, 由此可能会导致目标函数在某个局部

最优解的一侧来回摆动而不能跳出局部最优解, 或

者即使能跳出局部最优解,但需要多次迭代,导致收

敛速度降低. 因此, 需要对此算法加以改进. 改进的

模型[9 ] 为

x i (n) = x i (n - 1) + ∆i (n) , (1)

∆i (n) =

∆i, p i (n) = p c (n) 且 p i (n) ≥ r1;

Χ∆i, p i (n) = p ′c (n) 且 p i (n) ≥ r1;

- ∆i, 1 - p i (n) = p c (n) 且 p i (n) < r1;

- Χ∆i, 1 - p i (n) = p′c (n) 且 p i (n) < r1,

(2)

p i (n) = 1ö(1 + e±∃ i
(n) öT ) , (3)

∃ i (n) = [x i (n - 1) - x i (n - 2) ] ×

　　　　[F (n - 1) - F (n - 2) ]. (4)

式中: x i (n) 为 F 的第 i个自变量在第 n 次迭代中的

取值, ∆i (n) 和 P i (n) 分别为第 n 次迭代中自变量 x i

随机行走的步长和向增加 ∆i 方向行走的概率, r1 为

随机数, p c (n) 和 P ′c (n) 分别为正向变化概率和反向

变化概率. 式 (3) 中正、负号的选取与实际问题有

关,正号使问题极小化, 负号使问题极大化. F (n -

1) 和F (n - 2) 分别为目标函数在第 n - 1次和第 n

- 2次迭代中的取值.

　　实验表明, 为保证算法的收敛速度, 需合理选

择步长和控制参数,一般 ∆i 初始值的大小根据变量

变化的范围来确定, 通常取变量变化范围的几百分

之一或更小. 改进的A lop ex算法的收敛速度对初始

值的依赖性有所降低.

2　混合优化方法
　　解决非线性约束最优化问题的基本方法为罚

函数法,但这种方法使目标函数复杂程度加大. 而在

非线性约束最优化问题的求解中, 将算法在可行域

上实施取得了较好的效果[10 ]. 它在改进的混沌优化

算法中,引入了U lam 2von N eum ann映射,克服了原

有的混沌优化算法在L ogist ic映射作用下的单侧邻

域内搜索, 使算法在当前优化点的双侧寻优; 而且,

在U lam 2von N eum ann 混沌映射作用下, 使优化变

量的搜索位置随着混沌变量点在混沌映射区间的遍

历而改变,更易跳出局部最优区间;在算法中还引入

了衰减系数, 使调节系数以衰减系数和循环次数构

成的幂函数进行衰减,缩小搜索区间,加快了算法的

收敛速度.

　　A lopex 算法计算简单, 抗噪声, 具有快速的搜

索能力, 但同时其收敛速度受变量初始值的影响较

大,若初始值离全局最优解较远, 则收敛速度很慢,

对复杂的非线性多峰函数求解全局最优解的概率并

不大; 而混沌优化算法具有全局收敛性 (证明见下

节) , 但由于概率分布的不均匀性, 混沌优化算法的

搜索效率并不高. 因此,将改进的混沌优化方法与改

进的A lopex 算法相结合得到混合优化算法是一种

很好的尝试.

　　混合优化算法的基本思想是: 首先利用混沌变

量进行粗略搜索; 然后采用A lopex 策略搜索; 最后

进行混沌精确搜索, 即对得到的近优解实施

U lam 2von N eum ann 映射, 使后面的搜索在近优解

的两侧进行. 具体步骤如下:

　　1) 初始化: 由随机函数产生混沌变量的初始

值;

　　2) 将混沌变量映射为优化变量;

　　3) 用混沌变量进行粗略搜索, 并为A lopex 搜

索作好准备;

　　4) 进行A lopex 搜索;

　　5) 二次映射进行较优搜索, 先进行U lam 2von

N eum ann 映射,再进行二次映射;

　　6) 实行 3次U lam 2von N eum ann 映射,进行最

第 5 期 石鸿雁等: 一种混合优化算法及其收敛性证明 547



优搜索;

　　7) 检验终止条件是否满足, 若满足, 输出最优

解,否则重复 5)～ 7) 步.

3　混沌优化算法的收敛性证明
　　混沌优化算法因其能够避免搜索过程陷入局

部最优而引起人们极大兴趣, 但研究始终局限于对

特定问题的数值仿真上, 缺乏严格的理论论证[11 ].

受文献 [ 4 ] 的启发, 这里给出改进的混沌优化算法

以及混合优化算法的收敛性证明.

　　定理 1　改进的混沌优化算法使如下约束最优

化问题:

m in f (x
→

) , x
→
∈R n;

s. t. si (x
→

) = 0, i = 1, 2,⋯, l;

　　h j (x
→

) ≥ 0, j = 1, 2,⋯,m (5)

依概率收敛到全局最优解.

　　证明　设x
→3 = m in

x→∈D

f (x
→

) 为全局最优解,其中:

f (x
→3 ) 为最优值,D 为可行域,即

D = {x
→

ûsi (x
→

) = 0, i = 1, 2,⋯, l;

h j (x
→

) ≥ 0, j = 1, 2,⋯,m ; x
→
∈R n}.

且D < R n , x
→ (k ) 表示第 k (k = 1, 2,⋯, s) 次迭代的最

优解,其中 s (充分大) 为迭代次数;对任意正数 Ε,N Ε

= {x
→

ûx
→
∈D , f (x

→
) - f (x

→3 ) < Ε}为全局最优解 x
→3

的邻域. 由于改进的混沌优化算法是下降算法,于是

f (x
→ (k ) ) 是单调不增的序列,即

f (x
→ (1) ) ≥ f (x

→ (2) ) ≥⋯≥ f (x
→ (k ) ) ≥⋯,

于是有

f (x
→ (1) ) - f (x

→3 ) ≥ f (x
→ (2) ) - f (x

→3 ) ≥

⋯≥ f (x
→ (k ) ) - f (x

→3 ) ≥⋯.

　　再设随机事件序列

A m = {Ξûx
→ (m ) ∈N Ε,m ∈ {1, 2,⋯, s}}

表示迭代序列第m 次落入N Ε邻域. 对给定的Ε,由于

混沌算法的遍历性,事件A 1 发生,必然导致事件A 2

发生,而事件A 2发生,必然导致事件A 3发生,等等.

于是有A 1 Α A 2 Α ⋯ Α A m Α ⋯, 从而 P (A 1) ≤

P (A 2) ≤⋯≤ P (A m ) ≤⋯,又因 0≤ P (A m ) ≤ 1,

于是 lim
m→∞

P (A m ) 存在.

　　下面证明 lim
m→∞

P (A m ) = 1.

　　设随机变量序列

Νm =
1,第m 次迭代落入N Ε

0,第m 次迭代不落入N Ε
,m = 1, 2,⋯,

则A m = {Νm = 1}. 令

P {Νm = 1} = pm , P {Νm = 0} = 1 - pm ,

S m =
1

m∑
m

i= 1
Νi,m = 1, 2,⋯,

则 E (S m ) =
1

m∑
m

i= 1

p i,m = 1, 2,⋯;

D (S m ) =
1

m 2∑
m

i= 1

D (Νi) =
1

m 2∑
m

i= 1

p i (1 - p i) ≤
1

4m
.

其中: E (S m ) 为序列 S m (m = 1, 2,⋯, n ) 的数学期

望,D (S m ) 为序列 S m 的方差. 由契比雪夫不等式有

P {ûS m - E (S m ) û < Ε}≥

1 -
D (S m )

Ε2 ≥ 1 -
1

4m Ε2 ,

于是 lim
m→∞

P {ûS m - E (S m ) û < Ε} = 1. 又因

Νm = m S m - (m - 1)S m - 1,m = 1, 2,⋯,

从而

lim
m→∞

P {ûΝm - E (Νm ) û < Ε} = 1.

上式说明随机变量序列 Νm (m = 1, 2⋯) 依概率收

敛,因此,随机事件序列A m (m = 1, 2,⋯) 亦依概率

收敛,故

lim
m→∞

P (A m ) = 1. □

　　推论 1　混沌优化算法使

m in f (x
→

) , x
→
∈R n , a i≤ x i≤ bi, i = 1, 2,⋯, n

(6)

依概率收敛到全局最优解.

　　定理 2　混合优化算法使如下约束最优化问

题:

m in f (x
→

) , x
→
∈R n;

s. t. si (x
→

) = 0, i = 1, 2,⋯, l;

　　h j (x
→

) ≥ 0, j = 1, 2,⋯,m (7)

依概率收敛到全局最优解 1
　　证明　由定理 1知混沌优化算法依概率收敛

于全局最优解,又由文献[ 12 ]知A lopex算法具有全

局收敛性,而A lopex算法在混合优化算法中所起的

作用是加快收敛速度,因此将A lopex算法嵌入混沌

优化算法中得到的混合优化算法亦依概率收敛到全

局最优解. □

4　仿真实例
　　为验证提出的混合优化算法的有效性,以国际

上常用的有函数约束和变量约束的测试函数进行仿

真实验[13 ]. 问题如下:

m in f (x
→

) = (x 1 - 10) + 5 (x 2 - 12) 2 +

x 4
3 + 3 (x 4 - 11) 2 + 10x 6

5 + 7x 2
6 +

x 4
7 - 4x 6x 7 - 10x 6 - 8x 7.
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s. t.

127 - 2x 2
1 - 3x 4

2 - x 3 - 4x 2
4 - 5x 5 ≥ 0,

282 - 7x 1 - 3x 2 - 10x 2
3 - x 4 + x 5 ≥ 0,

196 - 23x 1 - x 2
2 - 6x 2

6 + 8x 7 ≥ 0,

- 4x 2
1 - x 2

2 - 3x 1x 2 - 2x 2
3 - 5x 6 + 11x 7 ≥ 0,

- 10≤ x i≤ 10, i = 1, 2,⋯, 7.

　　本问题的理论最优解为

x
→3 = (2. 330 49, 1. 951 37, - 0. 477 54, 4. 365 72,

- 0. 624 487, 1. 038 131, 1. 594 227) ,

最优值为

f (x
→3 ) = 680. 630 057 3.

　　应用混沌优化算法,当调节系数Αi取为 0. 1,混

沌序列中的点数 n = 4 000时,求出的函数逐次逼近

最优解搜索过程曲线如图 1所示.

　　　图 1　应用混沌优化算法求出函数

逐次逼近最优解搜索过程

混沌优化算法得到的最优解为

x
→3 = (2. 332 17, 1. 951 15, - 0. 480 09, 4. 365 80,

- 0. 623 78, 1. 036 36, 1. 595 88) ,

最优值为

f (x
→3 ) = 680. 630 175.

　　为便于比较, 对上述函数应用A lop ex 算法求

解,搜索到的可行解与正向变化概率曲线如图 2 所

示.

　　　　　图 2　目标函数值 F 与自变量正向

变化概率 p 的关系曲线

　　最优解为

x
→3 = (2. 392 025, 1. 941 816, - 0. 101 692,

4. 312 848, - 0. 284 617, 1. 095 821,

1. 659 681) ,

最优值为

f (x
→3 ) = 682. 358 705.

　　而对上述函数采用混合优化算法, Αi 调节系数

仍取为 0. 1,混沌序列中的点数仍取 n = 4 000,当正

向变化大于 0. 9时作为A lopex 算法的终止条件. 其

逐次逼近最优解收敛过程曲线如图 3所示.

　　　　图 3　应用混合优化算法求解函数

逐次逼近最优解搜索过程

最优解为

x
→3 = (2. 329 39, 1. 951 16, - 0. 479 32, 4. 366 95,

- 0. 625 09, 1. 036 04, 1. 592 36) ,

最优值为

f (x
→3 ) = 680. 630 157.

5　结　　论
　　本文针对混沌优化方法和A lopex 算法的特

性, 将改进的A lopex 算法嵌入到改进的混沌优化

算法中, 得到了混合优化算法, 此算法充分发挥了

A lopex 算法的快速搜索能力和混沌优化算法避免

陷入局部最优的特性,提高了算法的收敛速度,同时

给出了混合优化算法的收敛证明,仿真结果也佐证

了这一点. 至于算法中的参数需根据实际问题确定,

要得到规律性的结果还需作进一步的研究.
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C (1) = [R 0Χ0◊ + U (0) ] (1 + Β◊ ) ,

C (2) = [R 1Χ1◊ + U 1 + C (1) (1 -

　 　 　Α2) Α1 ] (1 + Β◊ ) ,

C (3) = [R 2Χ2◊ + U 2 + C (2) (1 -

　 　 　Α2) Α1 ] (1 + Β◊ ) ,

　�
C (T ) = [R T - 1ΧT - 1◊ + U T - 1 + C (T -

　 　 　1) (1 - Α2) Α1 ] (1 + Β◊ ).

(15)

　　可以看出,该模型不仅能对调节参数和管理水

平 (政府投资水平) 进行调节,而且还能对各年度的

投资进行控制调节, 以使经济运行在一个良性的循

环上. 这一模型较为确切地刻画了现实经济运行的

决策与调控过程,因此,该模型对于宏观经济运行的

调节与控制是非常有参考意义的.

4　结　　语
　　本文首先模拟了宏观经济运行的频率形式的传

递函数和时域形式的控制模型,说明了它们在实际

运用中的局限性;然后结合经济规划的实际情况,给

出了经济运行的更替循环控制模型和离散逐次投入

控制决策模型,它是实际经济运行的真实模拟.
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