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基于模式定理的遗传算法交叉和变异概率上限

巩敦卫, 孙晓燕
(中国矿业大学 信息与电气工程学院, 江苏 徐州 221008)

摘　要: 基于模式定理的推广形式,给出含有选择、交叉操作遗传算法一致交叉概率的上限,以及含有选择、交叉和

变异操作遗传算法单点变异和一致变异概率的上限,分析了含有联赛选择、一致交叉操作遗传算法运行前期和后期

对优良模式的影响,并用 8位陷阱函数验证了上述结论的正确性. 该结果可用于指导遗传操作与控制参数的设计.
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Abstract: T he upper lim it of un ifo rm ity cro ssover ra te of genetic algo rithm compo sed of select ion and cro ssover

operato rs is p resen ted based on the generalizat ion fo rm of schem a theo rem. T he upper lim its of single po in t and

un ifo rm ity m utation rate of genetic algo rithm compo sed of select ion, cro ssover and m utation operato rs are given.

T he effect of genetic algo rithm compo sed of tournam ent select ion, un ifo rm ity cro ssover operato r on better schem a in

p rophase and po st phase is analyzed. T he resu lts are validated th rough 82bit trap function. T he resu lts can be used

to gu ide the design of genetic operato rs and con tro l param eters of genetic algo rithm.
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1　引　　言
　　遗传算法是一种模拟生物进化过程的全局优化

搜索方法,具有简单通用、鲁棒性强、适于并行处理、

易于和其他方法相结合以及应用范围广等优点[1 ].

目前遗传算法已广泛地应用于工程设计、人工智能

和自动控制等领域[2 ]. 遗传算法在应用之前需要人

为设定遗传操作和控制参数,这些设定具有很大的

主观性和经验性,设定不当会影响遗传算法的性能,

这在一定程度上影响了遗传算法潜能的发挥[3 ].

最早由Ho lland 提出的模式定理给出了模式在

进化过程中的变化,反映了重要建筑块的发现过程.

该定理只说明交叉和变异操作对模式生存的消极影

响,没有给出交叉概率和变异概率的设定方法,因而

虽具有理论意义,但难于指导实际的遗传算法设计.

随后 Go ldberg 等[4 ]给出了模式定理的推广形式,基

于此给出了单点交叉概率的上限,并考虑了联赛选

择、截断选择和比例选择等对优良模式的影响. 但该

文没有考虑其他交叉操作交叉概率上限的确定,也

没有考虑变异操作的作用.

本文基于模式定理的推广形式,给出含有选择、

　　收稿日期: 2003204229; 修回日期: 2003206220.

　　基金项目: 国家自然科学基金资助项目 (60304016).

　　作者简介: 巩敦卫 (1970—) ,男,江苏铜山人,副教授,博士,从事进化计算、智能控制和变结构控制等研究; 孙晓燕

(1978—) ,女,江苏丰县人,硕士生,从事协同进化计算、交互式进化计算等研究.



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

交叉操作遗传算法一致交叉概率的上限及含有选

择、交叉和变异操作遗传算法单点变异和一致变异

概率的上限,并用 8 位陷阱函数验证了结论的正确

性.

2　模式定理的推广形式
　　Ho lland 提出的模式定理是遗传算法进化动力

学的基本定理 1该定理指出,在选择、交叉和变异等

遗传操作的作用下,那些低阶、定义长度短、超过种

群平均值的模式的数量将随着迭代次数的增加以指

数规律增长[5 ]. 对于比例选择、单点交叉和无变异遗

传算法,模式定理可表示为[4, 6 ]

〈m (H , t + 1)〉≥

m (H , t)
f (H , t)

f
-

( t)
1 - p c

∆(H )
l - 1

.

其中:〈m (H , t + 1)〉表示模式H 在第 t + 1代所含

个体的期望数量,m (H , t) 表示模式H 在第 t代所含

个体的数量, f (H , t) 为模式H 在 t代所含个体的适

应度平均值, f
-

( t) 为第 t代进化种群的适应度平均

值, p c为交叉概率, ∆(H ) 为模式H 的定义长度, l为

进化个体的串长.

在上式中, f (H , t) öf
-

( t) 由选择操作决定,

1 - p c
∆(H )
l - 1
由交叉操作决定. 上式只考虑比例

选择和单点交叉的情况, 对于其他的选择和交叉操

作, Go ldberg 等[6 ] 给出如下模式定理推广形式:

〈m (H , t + 1)〉≥m (H , t) ΥP sc.

其中: Υ为由选择操作决定的因子; P sc为交叉生存概

率,由交叉操作决定. 对于不同的选择和交叉操作, Υ
和 P sc 的取值不同. Go ldberg 等[4 ] 给出了不同选择

操作 Υ的表达式.

3　基于模式定理的交叉概率上限确定
　　考虑含有选择、交叉操作遗传算法的两类交叉

操作:单点交叉和一致交叉.

3. 1　单点交叉[4 ]

对于单点交叉,模式H 的生存概率为P sc = 1 -

p c
∆(H )
l - 1

,此时模式定理可表示为

〈m (H , t + 1)〉≥m (H , t) Υ 1 - p c
∆(H )
l - 1

.

要使某模式H 所含个体数随着进化代数的增加而

增长,则要求 Υ 1 - p c
∆(H )
l - 1
≥ 1,即要求

p c ≤
l - 1
∆(H )

(1 - Υ- 1). (1)

　　由式 (1) 知,可以通过选择适当的交叉概率,使

得某模式所含个体数目经过选择、单点交叉等操作

后得到增长.

3. 2　一致交叉

模式H 的阶记为O (H ) , H 在交叉操作中被破

坏的交叉串的取值概率不大于2O (H ) - 1
2 l , 从而模式

H 的生存概率为 P sc = 1 - p c
2O (H ) - 1

2 l ,相应地,模

式定理可表示为

〈m (H , t + 1)〉≥

m (H , t) Υ 1 - p c
2O (H ) - 1

2l .

　　同样,经过推导可知,要使某模式H 所含个体

数随着进化代数的增加而增长,则要求

p c≤
2l

2O (H ) - 1
(1 - Υ- 1). (2)

　　现考虑具体的选择操作对一致交叉概率上限

的影响. 对于规模为 s的联赛选择,

Υ= [ 1 - (1 - P t) s ]öP t,

其中 P t为优良模式H 在第 t代种群中的比例. 在遗

传算法运行的早期, P t很小, Υ≈ s,为使该模式所包

含个体数随着进化代数的增加而增长,则要求

p c≤
2l

2O (H ) - 1
(1 - s- 1).

在遗传算法运行的后期, P t很大, Υ→1, p c→0,要使

该模式所包含个体数随着进化代数的增加而增长,

则要求一致交叉概率的上限趋于 0. 也就是说,由于

进化后期种群的个体基本接近, 选择和交叉操作将

使优良模式的增长速度变得很慢 (这里没有考虑交

叉操作对模式增长的积极作用). 对于其他选择方

法,经类似的推导也可得到相应结论.

4　基于模式定理的变异概率上限确定
　　考虑含有选择、交叉和变异操作的遗传算法.

为便于讨论, 不妨固定选择和交叉操作而考虑两类

变异操作:单点变异和一致变异.

4. 1　单点变异

对于单点变异,变异后模式H 被破坏的概率为

O (H ) öl,若变异概率为 pm ,则模式H 的变异生存概

率为 P sm = 1 - pm
O (H )

l
,此时模式定理可表示为

〈m (H , t + 1)〉≥m (H , t) ΥP sc 1 - pm
O (H )

l
.

　　要使某模式H 所含个体数随着进化代数的增

加而增长,则要求 ΥP sc 1 - pm
O (H )

l
≥ 1,即要求
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pm ≤
l

O (H ) [ 1 - (ΥP sc) - 1 ]. (3)

　　由式 (3) 知,可以通过选择适当的变异概率,使

得某模式所含个体数目经过选择、交叉和单点变异

等操作后得到增长.

4. 2　一致变异

模式H 在变异操作中被破坏的变异串的取值

概率最大为2O (H ) - 1
2l ,从而模式H 的变异生存概率

为

P sm = 1 - pm
2O (H ) - 1

2l ,

相应地,模式定理可表示为

〈m (H , t + 1)〉≥

m (H , t) ΥP sc 1 - pm
2O (H ) - 1

2 l .

经过推导可知, 要使某模式所包含个体数随着进化

代数的增加而增长,则要求

pm ≤
2l

2O (H ) - 1
[ 1 - (ΥP sc) - 1 ]. (4)

5　算　　例
　　通过寻找陷阱函数最大值,验证本文所给一致

交叉概率上限及单点变异、一致变异概率上限的正

确性. 陷阱函数为[4 ]

f (x ) =
8 - 8x , 0≤ x ≤ 1;

x - 1, 1 < x ≤ 8.
(5)

其图形如图 1所示.

图 1　陷阱函数图形

变量采用 8 位二进制编码, 其最优模式为

00000000, 次优模式为 11111111. 考虑某一较优模

式H = 0000003 3 ,则O (H ) = 6, ∆(H ) = 5. 算法

中,种群规模为 20,终止代数为 20,独立运行 20次.

考察该模式所含个体数 20次平均变化的情况.

首先针对规模 s = 2的联赛选择,不进行变异操

作,验证一致交叉概率上限的正确性. 根据式 (2) 及

Υ表达式计算每代一致交叉概率理论值,记为PC,实

际采用的交叉概率记为 p c. 模式H 所含个体数随进

化代数的变化如图 2所示,其中:实线为 p c≤ PC 的

情况,虚线为 p c > PC 的情况. 图示结果进一步验证

了本文所给一致交叉概率上限的正确性.

图 2　一致交叉H 所含个体数目平均值

其次,固定联赛选择规模 s = 2,交叉概率 p c =

0. 75,则一致交叉生存概率 P sc = 0. 82, 根据式 (3)

和式 (4) 计算每代单点变异及一致变异概率理论

值,记为 PM ,实际采用的变异概率记为 pm. 对于一

致交叉、单点变异,模式H 所含个体数的变化如图 3

所示;对于一致交叉、一致变异,模式H 所含个体数

的变化如图 4所示. 其中:实线为 pm ≤ PM 的情况,

虚线为 pm > PM 的情况. 图示结果同样验证了本文

所给变异概率上限的正确性.

图 3　一致交叉、单点变异,模式H 所含个体数目平均值

图 4　一致交叉、一致变异,模式H 所含个体数目平均值

(下转第 581页)　　
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个输入上以产生一个新的结果,如此反复直至达到

所期望的输出; 2)神经网络结构本身决定了它是大

规模并行机制,由于是数据驱动的,其处理速度比自

适应模糊控制器要快得多. 然而,前一方法存在一个

突出的缺点,即对于M IM O 系统其关系矩阵过大,

计算机较难存储;而后者则弥补了前者的不足.
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6　结　　语
　　本文基于模式定理的推广形式,给出了含有选

择、交叉操作遗传算法一致交叉概率的上限;同时给

出了含有选择、交叉和变异操作遗传算法单点变异

和一致变异概率的上限. 所得结果可用于指导遗传

操作与控制参数的设计,以保证期望模式随进化而

增长.

需要说明的是,本文在交叉和变异概率上限的

推导中,只考虑了交叉和变异操作对模式的破坏作

用,而没有考虑这些操作对模式的积极作用. 如果考

虑了这种积极作用,即使不满足本文所给出的上限

要求,种群中优良模式所含的个体数量也有可能增

加. 关于交叉操作与变异操作对模式增长的积极影

响以及与交叉概率和变异概率之间的定量关系等问

题是进一步要研究的课题.
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