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一类不确定非线性系统反步自适应神经网络控制研究
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摘　要: 针对含有高阶不确定扰动项且不可参数线性化的一类非线性系统,采用反步递推方法设计基于多层神经网

络的自适应控制器. 多层神经网络可较好地逼近非线性系统,其权值能在系统先验知识不多的情况下在线调整. 给出

了神经网络L yapunov意义下稳定的在线自适应律. 在设计控制器的过程中,采用类加权形式L yapunov 函数,使得

控制器能有效处理自适应控制奇异性问题. 仿真结果表明,该控制器对系统参数的不确定性和有界干扰具有一定的

鲁棒性,并能保证闭环系统全局稳定.
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Abstract: A class of unknow n nonlinear system s, w h ich are no t in param eter2linearizab le exp ression w ith uncerta in

h igh2o rder distu rbance, are considered. Based on back stepp ing app roach, a m ult ip layer neural netw o rk adap tive

con tro ller is p resen ted fo r the non linear system s. A pp rox im ating non linear dynam ic is one of the perfo rm ances of

m ult ip layer neural netw o rk s, and the NN w eigh ts are tu rned on2line w ithou t mo re p rio r know ledge of system s. T he

NN w eigh t tu rn law is designed by L yapunov syn thesis app roach, and the stab ilizat ion of the law is p roved.

M o reover, a novel quasi2w eigh ted L yapunov function is modified, w h ich dispo sals effectively the issue of the

singu larity2free adap tive con tro l. T he sim ulation resu lt show s that the con tro ller is robust to som e nonlinear

uncerta in t ies and bounded distu rbance, and it can guaran tee the global boundness of all clo sed2loop signals.
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1　引　　言
　　非线性系统的自适应控制已引起人们广泛关

注. 研究表明,若系统满足链式结构,便可用反步递

推方法进行控制器设计. 在链式系统研究中,线性参

数化非线性系统的自适应控制取得了一定进展. 文

献 [ 1 ]首次提出Back stepp ing 自适应控制设计方

法,用于解决闭环系统全局稳定和跟踪问题. 随后出

现许多此类不确定非线性的状态反馈控制和输出反

馈控制的报道[2～ 4 ]. 但实际系统的非线性过程往往

不能看成未知参数和已知非线性函数的线性组合形

式,且非线性函数已知的条件也过于苛刻. 文献 [ 3,

4 ]虽能处理不可线性参数化的非线性系统,但也有
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其局限性.

本文针对含有高阶不确定扰动项且不可参数线

性化的一类非线性系统,采用多层神经网络方法逼

近非线性过程;对于自适应过程中控制奇异现象,通

过构造类加权形式的L yapunov 函数, 设计一种非

奇异控制律加以解决. 该控制律对系统参数不确定

性和有界干扰具有一定的鲁棒性,并能保证闭环系

统全局有界.

2　问题描述
2. 1　非线性系统数学模型

考虑如下不确定系统:

xαi = f i (ς i) + g i (ς i) x i+ 1 + ∃ i (ς , t) ,

　　　1≤ i≤ n - 1;

xαn = f n (ς) + g n (ς) u + ∃n (ς , t) ;

y = x 1.

(1)

式中: u , y ∈R 1为系统输入和输出; ς = [x 1, x 2,⋯,

x n ] 为系统状态; ς i = [x 1, x 2,⋯, x i ], f i (ς i) 和

g i (ς i) 均为未知光滑函数, 且不能表示成线性化参

数形式; ∃ i是非匹配不确定项.

此类系统控制问题的难点在于 g i (ς i) 的不确知

性. 若采用自适应估计方法,在估计过程中可能产生

奇异现象. 因此, 本文采用类加权形式的L yapunov

函数,无需估计函数 g i,从而避免了奇异问题.

设 y r 为系统的期望输出, 则系统 (1) 满足以下

假设:

假设1　g i (ς i) 的符号已知,存在常数g i0 > 0及

光滑有界函数 G i (ς i) (与 g i (ς i) 同号) , 满足 g i0 ≤

ûg i (ς i) û ≤ ûG i (ς i) û ,且使Βi (x i) = ûG i (x i) ög i (x i) û

的导数有界.

假设 2　 对于每个子系统的非匹配高阶项

∃ i (ς , t) , 存在已知函数 Λi (ς) , 使得 û∃ iû ≤ ΚiûΛiû , i

= 1, 2,⋯, n. 式中: Κi > 0 (1 < i < n) , Λi为光滑非线

性函数.

假设 3　y
( i)
r ( i = 0, 1,⋯, n ) 分段连续有界, 且

处于已知有界紧集上.

假设 1说明光滑函数 g i (ς i) 或正定,或负定,不

变号. 不妨设g i (ς i) > 0,则g i0≤g i (ς i) ≤ ûG i (ς i) û.
对于满足能控性要求的物理系统, 不难找出 G i (ς i)

和 g i0作为 g i (ς i) 的上下界函数,且满足比值导数有

界条件. 不妨设 ûΒ
õ

i (ς i) û ≤ 2ϑi, ϑi ≥ 0.

2. 2　多层神经网络逼近

根据万能逼近定理 (Ho rn ik, 1991) , 多层神经

网络能以任意精度逼近紧集上的连续实函数. 本文

采用3层前向神经网络: F = W T 7 (V T Z ). 其中: Z∈

R m 为输入向量;W 和V 分别为神经网络的权值阵,

W ∈R l,V ∈R m×l, l是网络节点个数. 隐层非线性采

用 Sigm o id 函数. 于是非线性函数可逼近为

h (Z ) = W 3 T 7 (V 3 T Z ) + Θ. (2)

其中: Θ为逼近误差,W 3 和V 3 为最佳逼近时的理想

权值矩阵. 设Wδ和Vδ为自适应律对网络权值的估计
值,W� = Wδ - W 3 ,V� = Vδ- V 3 为权值估计误差,则

有如下引理:

引理 1[3 ]　3层神经网络逼近误差可表示为

W
δT 7 (VδT Z ) - W 3 T 7 (V 3 T Z ) =

W
� T (7δ - 7δ′VδT Z ) + W

δT 7δ′V�T Z + d u ,

7δ = 7 (VδT Z ) , 7δ′= diag{Ωδ′1　Ωδ′2　⋯　Ωδ′l},

Ωδ′i = Ω′(v
δT

i Z ) = d[Ω(z a) ]ödz aû z a= vδT
i Z ,

ûd uû ≤‖V 3 ‖F‖ZW
δT 7δ′‖F +

　　 　‖W 3 ‖‖7δ′VδT Z‖ + ‖W 3 ‖1.

(3)

其中:‖õ‖1为矩阵的1范数,‖õ‖2为矩阵的2范

数,‖õ‖F为矩阵的F roben iu s范数. 其他符号说明

见文献[ 3 ].

3　反步自适应神经网络控制器设计
　　本节采用反步递推法,通过构造类加权形式的

L yapunov函数,设计非奇异的控制律. 令 z 1 = x 1 -

y r, z 2 = x 2 - Αi,⋯, z n = x n - Αn- 1. 其中Αi为虚拟控

制量.

第 1步　设函数V 0 = (1ö2) Β1 (ς1) z 2
1,显然V 0

正定. 对该函数取时间导数,并利用假设 1可得

Vα
0 ≤z 1Β1 [ f 1 (ς1) + g 1 (ς1) (z 2 + Α1) +

∃1 (ς , t) - yαr ] + ϑ1z 2
1. (4)

在 f , g , ∃ 确知的情况下,可通过上式构造出虚拟控

制量 Α,进而实现对系统的控制. 但因 f , g , ∃ 的不确
知性,所以应通过神经网络对其逼近. 设

F 1 = Β1f (ς1) + ϑ1z 1 - Β1yαr =

W 3 T
1 7 (V 3 T

1 Z 1) + Θ1, (5)

其中 Z 1 = [ς1, y r, yαr, 1 ]T. 子系统类加权L yapunov

函数为

V 1 = V 0 +
1
2

[W� T
1 # - 1

w 1W
�

1 ] +
1
2

tr{V
�T

1 # - 1
v1 V

�
1},

(6)

其中 # 表示误差权重矩阵. 取式 (6) 的时间导数,令

Α1 = - [WδT
1 7 (VδT

1 Z 1) + c1Β1ûΛ1û 2z 1 +

　 　k 1 ( t) z 1 ]öG 1 (ς1) , (7)

Wα
1 = # w 1 [ (7δ - 7δ′VδT

1 Z 1) z 1 -
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　　 　 　Ρw 1W
δ

1 ]Ρw 1 > 0, (8)

　　Vα
1 = # v1 [Z 1W

δT
1 7δ′z 1 - Ρv1V

δ
1 ]Ρv1 > 0, (9)

根据假设 2和引理 1,有

Vα
1 ≤z 1G 1 (ς1) z 2 - k 1 ( t) z 2

1 + (Θ1 - d u1) z 1 -

Ρw 1W
�T

1W
δ

1 - Ρv1 t r{V
�T

1V
δ

1} -

c1Β1 [ ûΛ1û 2ûz 1û 2 - Κ1ûΛ1ûûz 1ûöc1 ]. (10)

因为

2W�T
1W

δ
1 ≥‖W�

1‖2 - ‖W 3
1 ‖2,

2t r{V�T
1V

δ
1}≥‖V�1‖2

F - ‖V 3
1 ‖2

F ,

令

k 1 ( t) =

‖Z 1W
δT

1 7δ′‖2
F

Ε1
+
‖7δ′VδT

1 Z 1‖2

Ε1
+

1
2Ε1

+
G 1 (x 1)

Ε1
.

Ν1 = m in{g 10öΕ1, Ρw 1öΚm ax (# - 1
w 1 ) , Ρv1öΚm ax (# - 1

v1 ) },

其中: Κm ax (õ) 为网络加权矩阵最大特征值, Ε1 > 0.

设

N 1 =
1
4

Ε1‖V 3
1 ‖2

F +
1
4

Ε1‖W 3
1 ‖2 +

Ε1‖W 3
1 ‖2

1 + Ε1ûΘ1û 2 +
1
2

Ρw 1‖W 3
1 ‖2 +

1
2

Ρv1‖V 3
1 ‖2

F + Β1Κ2
1ö4c1,

则式 (10) 可简化为

Vα
1 ≤- Ν1V 1 + N 1 + z 1G 1 (ς1) z 2. (11)

　　第 n步　设第 n阶子系统类加权L yapunov函

数为

V n = V n- 1 +
1
2

Βnz 2
n +

1
2

[W� T
n # - 1

w nW
�

n ] +

1
2

tr{V
�T

n # - 1
vn V

�
n}. (12)

利用第 1步方法得到如下控制律和自适应律:

u = - [WδT
n 7 (VδT

n Z n) + cnΒnûΛnû 2z n +

　　k n ( t) z n + G n- 1 (ςn- 1) z n- 1 ]öG n (ς) , (13)

Wα
n = # w n [ (7δ - 7δ′VδT

n Z n) z n - Ρw nW
δ

n ], (14)

Vα
n = # vn [Z nW

δT
n 7δ′z n - ΡvnV

δ
n ]. (15)

最终式 (12) 的导数可简化为

Vα
n ≤- ΝnV n + ∑

n

j= 1
N j , (16)

其中

Νn = m in{g 10öΕ1,⋯, g n0öΕn , Ρw 1öΚm ax (# - 1
w 1 ) ,⋯,

Ρw nöΚm ax (# - 1
w n ) , Ρv1öΚm ax (# - 1

v1 ) ,⋯,

ΡvnöΚm ax (# - 1
vn ) },

而 k i ( t) 和N i的表达式分别与k 1 ( t) 和N 1的相似,只

是各变量的下角标变为 i.

式 (13)～ (15) 即为反步自适应神经网络控制

律. 该控制律的求取过程由于采用了类加权形式的

L yapunov函数,从而避免了对子系统控制增益直接

估计所带来的控制奇异问题.

在文献 [ 3, 4 ] 中, 神经网络输入节点为 Z i =

[ς i, Αi- 1, 5Αi- 1ö5ς i- 1, Ξi- 1, 1 ]T , 2≤ i≤ n. 其中

Ααi- 1 =
5Αi- 1

5ς i- 1
Καi- 1 + Ξi- 1,

Ξi- 1 = ∑
i- 1

j= 1

5Αi- 1

5y
( i- 1)
r

yα( j )
r +

∑
i- 1

j= 1

5Αi- 1

5Wδ
j
Wα

j + ∑
N

r= 1

5Αi- 1

5Vδ
j r

Vα
j r .

因 Αi- 1解析式较为复杂,其偏导数的求取比较困难,

故本文多层神经网络输入节点直接选取 Z i = [ς i,

Αi- 1, Ααi- 1, 1 ]T ,其中 Αi 的导数可采用数值形式. 当采

样时间足够短时,这样近似是合理的.

4　稳定性分析
　　定理 1　 在假设 1～ 3 下, 将控制律 (13)～

(15) 作用于此类不确定非线性系统 (1) , 则闭环系

统信号全局一致有界,且闭环系统跟踪误差满足

ûy - y d û ≤

2 V (0) -
1
Νn
∑

n

j= 1

N j e- Νn t +
2
Νn
∑

n

j= 1

N j.

(17)

　　 证明　取系统L yapunov 函数V ( t) , 利用式

(16) 得

d
d t

(V ( t) eΝn t) ≤ eΝn t∑
n

j= 1
N j. (18)

对式 (18) 在[ 0, t ]上积分,并用 e- Νn t乘以该式两端,

得

V ( t) ≤ V (0) -
1
Νn
∑

n

j= 1
N j e- Νn t +

1
Νn
∑

n

j= 1
N j.

(19)

由V ( t) 和N j 的定义及式 (19) 可知,当 t足够大时,

V ( t) 的有界性不依赖于L yapunov 函数的初值, 而

仅取决于式 (19) 右端第 2项. 由第 3节可知该项有

界, 因此 z i,W 和V 全局有界. 又因V ≥ (y - y r) 2ö2,

所以

(y - y r) 2 ≤

2 V (0) -
1
Νn
∑

n

j= 1

N j e- Νn t +
2
Νn
∑

n

j= 1

N j , (20)

则式 (17) 得证. □

闭环系统仅能保证输出有界跟踪, 却无法使误

差充分小. 这主要因为式 (17) 中存在第 2项. 通过调

整 Εi, # w i, # v i, Ρw i和 Ρv i可减少输出误差,但应综合考

第 5 期 于占东等: 一类不确定非线性系统反步自适应神经网络控制研究 563



虑. Εi 的大小影响L yapunov 函数的收敛速度, 过大

会使L yapunov函数的收敛速度减慢,过小会影响系

统鲁棒性能. #w i和# v i是L yapunov函数中神经网络

参数误差的权重比,提高权重可提高逼近精度,但权

重过大, 会使L yapunov 函数中状态变量的影响降

低, 控制精度不能保证. Ρw i和 Ρv i影响神经网络参数

估计的收敛速度,也需适当调整.

5　仿真算例
　　将反步自适应神经网络控制器应用于一阶倒

立摆系统, 研究其在跟踪正弦轨迹控制问题中的具

体应用.

倒立摆动力学方程为

xα1 = x 2,

xα2 =
215. 6sin x 2 - 0. 5sin (2x 1)

14. 67 - co s2x 1
+

20co s x 1

14. 67 - co s2x 1
u + ∃.

其中: x 1 为摆臂的转角, x 2 为摆臂的角速度, u 为系

统控制量, ∃ = 10x 2 sin (10t) 为非匹配高阶扰动项.

参考信号选为 y r = (Πö30) sin (0. 5t).

因为控制增益项小于 1. 46,故取G 2 (ς i) = 1. 5.

取神经网络隐层节点数为 10,Wδ
1,Wδ

2 ∈ R 10,V
δ

1 ∈

R 4×10, Vδ
2∈R 5×10. 神经网络权值的初始值Wδ

1 (0) 和

Wδ
2 (0) 取零向量,V

δ
1 (0) 和 V

δ
2 (0) 矩阵的元素在

[ - 0. 5, 0. 5 ] 之间任意取值. 系统状态初值 x 1 =

Πö60, x 2 = 0. 其他参数: # w 1 = diag{1}, # w 2 =

diag{20}, # v1 = diag{10}, # v2 = diag{10}, Ρw 1 =

0. 01, Ρw 2 = 0. 05, Ρv1 = 10- 4, Ρv2 = 0. 002, Ε1 = Ε2 =

5, 神经网络 Sigm o id 函数的参数 Χ= 3. 因为 û∃2û
< 10,故有 ûΛ2û = 1. 仿真过程中取 c2Β2 = 15. 0,采

样时间为 0. 01 s. 仿真结果如图 1所示.

图 1 (a) 和 (b) 分别是闭环系统状态输出曲线及

跟踪偏差曲线. 可以看出, 在初始阶段, 由于神经网

络权值参数逐渐调整,系统跟踪误差较大; 但经过 2

个周期之后, 系统跟踪误差趋于稳定. 由图 1 (c) 可

知,控制量在神经网络权值初始调整阶段偏大,但一

段时间之后, 控制量趋于稳定. 图 1 (d) 说明多层神

经网络加权矩阵的范数有界,并趋于稳定.

(a)　状态输出　　　　　　　　　　　　　　　　 (b)　跟踪偏差

　　 (c)　控制量　　　　　　　　　　　　　　　 (d)　加权矩阵范数　

图 1　系统仿真曲线

6　结　　语
　　本文研究具有不确定性扰动项且不可参数线

性化的一类非线性系统的控制问题. 文中采用反步

递推方法,设计基于多层神经网络的自适应控制器.

该模型带有不确知匹配项 g , 并且存在高阶未知非

匹配项 ∃ ,代表了更为广泛的一类非线性系统. 为避

免自适应控制中的奇异现象, 采用类加权形式

L yapunov函数, 得到了稳定的控制律. 本文对神经

网络输入节点的选取更为简洁, 有利于在线实时计

算. (下转第 569页)
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　Η
^

( t) = 7 -∫
t

0

1
35

s (qυ(Φ) ) -
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　　当估计参数域包含参数真实值且存在干扰时,

图 1 (估计参数域 8 为[ 7, 11 ]) 为两种控制算法仿真

结果的比较. 显然,输出反馈鲁棒自适应控制系统仍

是稳定的,而常规自适应系统则是不稳定的.

　　当估计参数域不包含真实参数Η0时,图 2 (估计

参数域为 [ 0, 8 ]) 验证了鲁棒控制器对参数域估计

误差的鲁棒性,包括有干扰和无干扰两种情况.

需要指出的是, 控制信号均已进入控制器的饱

和区,这说明输入受限的设计起了作用. 该算例充分

验证了本文算法的鲁棒性和有效性.

5　结　　语
　　考虑输入受限的情况,在文献[ 9 ]提出的鲁棒自

适应状态反馈跟踪控制的基础上,本文通过一个线

性一阶滤波器,实现鲁棒自适应的输出反馈跟踪控

制,解决了机器人力矩受限条件下的输出反馈自适

应跟踪控制及其鲁棒性的问题,并证明了当满足持

续激励条件且估计参数域包含参数真实值时,闭环

系统能够实现渐近稳定跟踪. 本算法简单有效,提高

了控制系统的鲁棒性和控制品质,特别对于参数域

估计误差即参数域的估计错误也具有很强的鲁棒

性.
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