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不确定线性多时变时滞系统的时滞相关鲁棒控制

张先明, 吴　敏, 何　勇
(中南大学 信息科学与工程学院, 湖南 长沙 410083)

摘　要: 提出一种积分不等式新方法,讨论不确定线性多时变时滞系统的鲁棒稳定性以及鲁棒稳定化问题. 首先利

用 Park 不等式建立了基于二次型项的积分不等式,利用这一不等式获得了系统基于 LM I的时滞相关、时滞导数相

关鲁棒稳定条件; 然后利用这一条件给出了时滞状态反馈控制器的一种新的设计方法. 数值例子说明了所得结论具

有较小的保守性.
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Abstract: A new m ethod called in tegral inequality m ethod ( IIM ) is p ropo sed to study the delay2dependen t robust

stab ility and stab ilizat ion fo r linear system s w ith m ult ip le t im e2varying delays and no rm 2bounded uncerta in t ies.

F irst, an in tegral inequality fo r quadratic term s is estab lished by using the Park inequality. Secondly, a new robust

criterion of delay and its derivation dependen t fo r determ in ing the stab ility of system s w ith tim e2varying delays is

ob tained. T h is criterion is used to design an efficien t stab ilizing delayed sta te2feedback con tro ller fo r system s w ith

no rm 2bounded uncerta in t ies. F inally, examp les illustra te that the new resu lts are of less conservative than that of

the p resen t litera tu res.

Key words: delay2dependen t; robust stab ility; robust stab ilizat ion; sta te2feedback w ith delay; linear m atrix
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1　引　　言
　　近年来,时滞相关鲁棒稳定及鲁棒稳定化得到

了广泛的研究[1～ 6 ]. 从最近的文献看,采用的方法基

本是对系统进行模型变换,将原系统模型变换为与

原系统等价或不等价的新系统[1 ] , 然后利用

L yapunov2K rasovsk ii泛函和LM I方法, 引入各种

技巧,获得时滞相关鲁棒稳定条件及鲁棒控制器. 这

类思想已广泛用于实际工程系统[2, 3 ]. 然而采用这种

思想所得到的条件具有一定的保守性. 如何减小这

种保守性,扩大系统稳定的时滞界限,以及如何设计

控制器,尚在进一步研究之中.

本文提出一种新的方法,讨论了不确定线性多

时变时滞系统的鲁棒稳定性及鲁棒稳定化等问题.

首先利用Park不等式[7 ]建立了基于二次型项的积
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分不等式, 然后利用这一不等式, 采用L yapunov2
K rsasovsk ii泛函方法, 不必对原系统进行模型变

换,得到系统时滞相关与时滞导数相关的鲁棒稳定

条件,并给出一种新的时滞状态反馈控制器的设计

方法. 实例表明,本文所获得的时滞相关鲁棒稳定条

件和鲁棒控制器,较已有文献均具有较小的保守性.

全文沿用如下记号: A - T 表示矩阵A 的转置的

逆; P > 0表示 P 为对称正定阵; Rn和Rn×n分别表

示实数域上的 n维向量空间与 n× n矩阵空间; I 表

示具有适当维数的单位矩阵;
X Y

3 Z
表示对称矩

阵
X Y

Y T Z
.

2　问题描述
　　为简单起见,考虑如下具两个时变时滞的不确

定线性时滞系统:

xα( t) = (A + ∃A ( t) ) x ( t) +

∑
2

j = 1

(A j + ∃A j ( t) ) x ( t -

h j ( t) ) + B u ( t) , (1)

x ( t) = Υ( t) , Π t∈ [ - m ax{hθ1, hθ2}, 0 ]. (2)

其中: x ( t) ∈Rn 为系统状态, u ( t) ∈Rm 为控制输

入; h j ( t) ( j = 1, 2) 为时变时滞,且满足: 0≤h j ( t) ≤

hθ j < ∞, 0≤ hαj ( t) ≤ d j < 1, j = 1, 2; Υ( t) 为初始条

件; A ,A 1,A 2,B 为具有适当维数的常数实矩阵;

∃A ( t) , ∃A 1 ( t) , ∃A 2 ( t) 为实矩阵函数, 表示时变参

数不确定性,具有以下形式:

∃A ( t) = D F ( t) E ,

∃A j ( t) = D F ( t) E j , j = 1, 2,
(3)

其中: F ( t) 为具有适当维数的时变未知实矩阵, 且

满足F T ( t) F ( t) ≤ I , Π t; D , E , E 1, E 2为已知的常数

实矩阵.

为便于讨论,引入如下时滞状态反馈:

u ( t) = K x ( t) + ∑
2

j= 1
K jx ( t - h j ( t) ). (4)

具有时滞的状态反馈 (4) 充分考虑了时滞的大小,

因而较通常的无记忆控制器

u ( t) = K x ( t) (5)

具有较小的保守性.

本文主要讨论不确定系统 (1) 和 (2) 的鲁棒稳

定以及鲁棒稳定化依赖于时滞及时滞导数的充分条

件, 然后设计形如式 (4) 的控制器镇定原系统. 为

此,首先引入如下引理:

引理 1[8 ]　给定矩阵Q = Q T , R = R T > 0,以及

适当维数的矩阵H 和 E ,则

Q + H F E + E T F TH T < 0

对任意满足 F T F ≤ I 的 F 成立的充要条件是存在 Ε
> 0,使得

Q + Ε- 1H H T + ΕE T E < 0.

　　引理 2[7 ]　对Π a , b∈Rn , Π R = R T > 0, ΠM

∈Rn×n ,有如下不等式成立:

- 2aT b≤

a

b

T R RM

M TR (M TR + I )R - 1 (RM + I )
×

a

b
.

　　下面利用引理 2建立一个基于二次型项的积分

不等式,它在后面的分析中起着重要作用.

引理 3　设 x ( t) 为Rn上具有连续一阶导数的

向量函数,则对 ΠM 1,M 2 ∈Rn×n , Π R > 0, Π h ≥

0,满足不等式

-∫
t

t- h
xαT (s)R xα(s) ds≤

ΝT ( t)
M T

1 + M 1 - M T
1 + M 2

3 - M T
2 - M 2

Ν( t) +

hΝT ( t)
M T

1

M T
2

R - 1 [M 1　M 2 ]Ν( t).

其中

ΝT ( t) = [x T ( t)　x T ( t - h ) ].

　　证明　由L eibn iz2N ew ton 公式,有

x ( t) - x ( t - h ) =∫
t

t- h
xα(s) ds,

于是对 ΠN 1,N 2 ∈Rn×n ,有

0 = 2[x T ( t)N T
1 + x T ( t - h )N T

2 ] ×

x ( t) - x ( t - h ) -∫
t

t- h
xα(s) ds .

利用引理 2不难证得,在此从略. □

3　主要结果
　　下面讨论系统 (1) 和 (2) 的鲁棒稳定性与鲁棒

稳定化问题. 首先建立系统 (1) 和 (2) 的时滞相关鲁

棒稳定条件, 然后利用这一条件讨论系统的鲁棒稳

定化,同时给出鲁棒控制器的设计方法.

定理 1　如果存在 P > 0, R j > 0,Q j > 0, j =

1, 2,以及M j1,M j 2 ∈Rn×n , j = 1, 2,使得如下LM I

成立:
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Υ11 Υ12 Υ13 hθ1A
TR 1 hθ2A

TR 2 hθ1M
T
11 hθ2M

T
21 PD ΕE T

3 Υ22 0 hθ1A
T
1R 1 hθ2A

T
1R 2 hθ1M

T
12 0 0 ΕE T

1

3 3 Υ33 hθ1A
T
2R 1 hθ2A

T
2R 2 0 hθ2M

T
22 0 ΕE T

2

3 3 3 - hθ1R 1 0 0 0 hθ1R 1D 0

3 3 3 3 - hθ2R 2 0 0 hθ2R 2D 0

3 3 3 3 3 - hθ1R 1 0 0 0

3 3 3 3 3 3 - hθ2R 2 0 0

3 3 3 3 3 3 3 - ΕI 0

3 3 3 3 3 3 3 3 - ΕI

< 0, (6)

其中

Υ11 = PA + A TP +

∑
2

j= 1

[Q j + M T
j1 + M j1 ],

Υ12 = PA 1 - M T
11 + M 12,

Υ13 = PA 2 - M T
21 + M 22,

Υ22 = - (1 - d 1)Q 1 - M T
12 - M 12,

Υ33 = - (1 - d 2)Q 2 - M T
22 - M 22,

(7)

则未扰系统 (1) 和 (2) 对Π h j ( t) ∈ [ 0, hθ j ] ( j = 1, 2)

鲁棒渐近稳定.

证明 　 记 A R = A + D F ( t) E ,A jR = A j +

D F ( t) E j , j = 1, 2,取L yapunov2K rasovsk ii泛函:

V ( t) = x T ( t) P x ( t) +

∑
2

j= 1∫
0

- hθj∫
t

t+ Η
xαT (s)R jx

α(s) dsdΗ+

∑
2

j= 1∫
t

t- h j
( t)

x T (s)Q j x (s) ds,

则V ( t) 沿系统 (1) 的导数为

Vα( t) = 2x T ( t) P xα( t) +

∑
2

j= 1
hθ jx

αT ( t)R jx
α( t) +

∑
2

j= 1
[x T ( t)Q j x ( t) - (1 - hαj ( t) ) ×

x T ( t - h j ( t) )Q j x ( t - h j ( t) ) ] -

∑
2

j= 1∫
t

t- hθj

xαT (s)R jx
α(s) ds. (8)

因为 h j ( t) ≤ hθ j ,于是

-∫
t

t- hθj

xαT (s)R jx
α(s) ds≤

-∫
t

t- h j
( t)

xαT (s)R j x
α(s) ds.

利用引理 3,并令

ΝT ( t) =

[x T ( t)　x T ( t - h 1 ( t) )　x T ( t - h 2 ( t) ) ],

得到

Vα( t) ≤ΝT ( t)

Υ11 Υ12 Υ13

3 Υ22 0

3 3 Υ33

Ν( t) +

ΝT ( t)

A T
R

A T
1R

A T
2R

(hθ1R 1 + hθ2R 2) ×

[A R　A 1R　A 2R ]Ν( t) +

∑
2

j= 1
hθ j

x ( t)

x ( t - h j ( t) )

T M T
j1

M T
j2

×

R - 1
j [M j1　M j2 ]

x ( t)

x ( t - h j ( t) )
.

如果LM I(6) 有解, 则经适当整理, 利用引理 1 及

Schu r补[9 ] ,有Vα( t) < 0,从而结论得证. □

定理 1 给出了未扰系统 (1) 和 (2) 的时滞相关

与时滞导数相关鲁棒稳定条件, 该条件中自由矩阵

M j 1,M j2 ∈Rn×n ( j = 1, 2) 的引入, 为设计形如式

(4) 的鲁棒控制器提供了一种新的方法.

系统 (1) 和 (2) 经状态反馈控制律 (4) 作用后的

闭环系统为

xα( t) = (A + B K + ∃A ( t) ) x ( t) +

∑
2

j = 1

(A j + B K j + ∃A j ( t) ) ×

x ( t - h j ( t) ). (9)

　　定理 2　给定Κ1, Κ2, Λ1, Λ2∈R,如果存在Pϖ >

0, Rϖj > 0,Qϖj > 0, j = 1, 2,具有适当维数的矩阵 Y ,

Y 1, Y 2, 0 < Εγ∈R,使得如下LM I成立:
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Ξ11 Ξ12 Ξ13 Ξ14 Ξ15 0 0 Pϖ Pϖ ΕγD Υ1

3 Ξ22 Ξ24 Ξ25 hθ1Pϖ1 0 0 0 0 Υ2

3 3 Ξ33 Ξ34 Ξ35 0 hθ2R
ϖ

2 0 0 0 Υ3

3 3 3 - hθ1R
ϖ

1 0 0 0 0 0 Εγ hθ1D 0

3 3 3 3 - hθ2R
ϖ

2 0 0 0 0 Εγ hθ2D 0

3 3 3 3 3 - hθ1R
ϖ

1 0 0 0 0 0

3 3 3 3 3 3 - hθ2R
ϖ

2 0 0 0 0

3 3 3 3 3 3 3 - Qϖ1 0 0 0

3 3 3 3 3 3 3 3 - Qϖ2 0 0

3 3 3 3 3 3 3 3 3 - ΕγI 0

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 - ΕγR - 1

< 0, (10)

其中

Υ1 = PϖE T - Κ1Λ- 1
1 Qϖ1E T

1 - Κ2Λ- 1
2 Qϖ2E T

2 ,

Υ2 = Λ- 1
1 Qϖ1E T

1 , Υ3 = Λ- 1
2 Qϖ2E T

2 ,

Ξ11 = A Pϖ + PϖA T + B Y + Y TB T -

　 　∑
2

j= 1
Κj Λ- 1

j [A jQ
ϖ

j + QϖjA
T
j + B Y j +

　 　 Y T
j B

T ] - ∑
2

j= 1
Κ2

j Λ- 2
j (1 - d j )Qϖj ,

Ξ12 = Pϖ + Λ- 1
1 A 1Q

ϖ
1 + Λ- 1

1 B Y 1 +

　 　 Κ1Λ- 1
1 Qϖ1 + Κ1Λ- 2

1 (1 - d 1)Qϖ1,

Ξ13 = Pϖ + Λ- 1
2 A 2Q

ϖ
2 + Λ- 1

2 B Y 2 +

　 　 Κ2Λ- 1
2 Qϖ2 + Κ2Λ- 2

2 (1 - d 2)Qϖ2,

Ξ14 = hθ1V 0, Ξ15 = hθ2V 0,

V 0 = PϖA T + Y TB T -

　 　∑
m

j= 1

Κj Λ- 1
j (QϖjA

T
j + Y T

j B
T ) ,

　　Ξ24 = hθ1Λ- 1
1 V 1, Ξ25 = hθ2Λ- 1

1 V 1,

Ξ34 = hθ1Λ- 1
2 V 2, Ξ35 = hθ2Λ- 1

2 V 2,

V 1 = Qϖ1A
T
1 + Y T

1B
T ,V 2 = Qϖ2A

T
2 + Y T

2B
T ,

Ξ22 = - 2Λ- 1
1 Qϖ1 - Λ- 2

1 (1 - d 1)Qϖ1,

Ξ33 = - 2Λ- 1
2 Qϖ2 - Λ- 2

2 (1 - d 2)Qϖ2,

则闭环系统 (9) 鲁棒稳定,且时滞鲁棒控制器为

u ( t) = Y Pϖ- 1x ( t) + ∑
m

j= 1
Y jQ

ϖ- 1
j x ( t - h j ( t) ).

　　证明　令A K = A + B K ,A jK = A j + B K j ,分

别用A K 和A jK 代替定理 1中的A 和A j , j = 1, 2,然

后作适当的代数运算,并令

W =

P 0 0

M 11 M 12 0

M 21 0 M 22

,Aϖ =

A K A 1K A 2K

I - I 0

I 0 - I

,

由定理 1,如果下式成立:

　　　H K : =

W TAϖ + AϖTW + Q hθ1

A T
K

A T
1K

A T
2K

hθ2

A T
K

A T
1K

A T
2K

hθ1W T

0

R - 1
1

0

hθ2W T

0

0

R - 1
2

W T

Ε- 1D

0

0

E T

E T
1

E T
2

3 - hθ1R - 1
1 0 0 0 hθ1Ε- 1D 0

3 3 - hθ2R - 1
2 0 0 hθ2Ε- 1D 0

3 3 3 - hθ1R - 1
1 0 0 0

3 3 3 3 - hθ2R - 1
2 0 0

3 3 3 3 3 - Ε- 1 I 0

3 3 3 3 3 3 - Ε- 1 I

< 0,

其中

Q = diag ∑
2

j= 1
Q j , - (1 - d 1)Q 1, - (1 - d 2)Q 2 ,

则闭环系统 (9) 渐近稳定. 设

M j1 = ΚjP ,M j 2 = ΛjQ j ,

Λj ≠ 0, Κj , Λj ∈R,

j = 1, 2,

则W 可逆,且

W - 1 =

P - 1 0 0

- M - 1
12 M 11P - 1 M - 1

12 0

- M - 1
22 M 21P - 1 0 M - 1

22

=

P - 1 0 0

- Κ1Λ- 1
1 Q - 1

1 Λ- 1
1 Q - 1

1 0

- Κ2Λ- 1
2 Q - 1

2 0 Λ- 1
2 Q - 1

2

.

　　令 T = diag{W - 1, I 6n},对H K 进行合同变换,
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左乘 T T ,右乘 T ,并令

Pϖ = P - 1, Y = K P - 1, Y j = K jQ
- 1
j ,

Qϖj = Q - 1
j , Rϖj = R - 1

j , j = 1, 2, Εγ = Ε- 1.

经计算、整理,由Schu r补[9 ] ,如果LM I(10) 有解,则

H K < 0. 由定理 1知结论成立. □

4　应用实例
　　例 1　考虑不确定线性时滞系统[4, 5 ]

xα( t) =
- 2 + ∆1co st 0

0 - 1 + ∆2 sin t
x ( t) +

- 1 + r1co st 0

- 1 - 1 + r2 sin t
x ( t - h ( t) ) ,

(11)

其中: û∆1û ≤ 1. 6, û∆2û ≤ 0. 05, û r1û ≤ 0. 1, û r2û ≤
0. 3, h ( t) ≤ hθ, hα( t) ≤ d < 1.

为使系统 (11) 鲁棒稳定,利用定理 1以及文献

[ 4, 5 ] 的结论, 得到对应于各种时滞变化率的最大

时滞稳定界,见表 1.

表 1　系统 (11) 对应于 d 的最大时滞界限 hλ

hθ
d

0 0. 5 0. 9

hθ[4 ] 0. 241 2 < 0. 2 < 0. 1

hθ[5 ] 0. 241 2 0. 219 5 0. 156 1

hθ 1. 149 0. 924 7 0. 695 4

　　从表 1可以看出,用本文结论得到的时滞界限

较文献[ 4, 5 ] 明显扩大,因而具有较小的保守性.

例 2　考虑如下不确定线性时滞系统[6 ]:

xα( t) = (A + D F ( t) E ) x ( t) +

A 1x ( t - h ) + B u ( t) , (12)

其中

A =
0 0

0 1
,A 1 =

- 2 - 0. 5

0 - 1
,B =

0

1
,

D =
0. 2

0. 2
, E = I , F T ( t) F ( t) ≤ I , h ≥ 0.

　　为使系统 (12) 鲁棒稳定, 利用定理 2 (取 Κ1 =

- 1. 9, Λ1 = 1. 18) 和文献 [ 6, 7 ] 的方法, 得到最大

时滞稳定界限及相应的状态反馈控制器,见表 2.

　　　　表 2　系统 (12) 的最大时滞界限 hλ及

相应的鲁棒控制器 u ( t) = Kx ( t)

hθ K

文献[ 7 ] 0. 55 [ - 0. 022 9, - 52. 865 6 ]

文献[ 6 ] 0. 586 5 [ - 0. 315 5, - 4. 441 7 ]

本文定理 2 0. 635 2 [ - 0. 462 8, - 1. 523 0 ]

　　从表 2可以看出,用本文方法,得到的时滞界限

以及鲁棒控制器明显优于文献[ 6, 7 ].

另外,如果用鲁棒控制器 (4) 镇定系统 (12) ,由

本文定理 2,取 Κ1 = - 1. 4, Λ1 = 2. 8,得到的最大时

滞稳定界为 hθ≤ 0. 8,相应的鲁棒控制器为

u ( t) = [ - 7. 378 0　 - 5. 609 5 ]x ( t) +

[ 3. 883 8　1. 971 4 ]x ( t - h ).

这表明鲁棒控制器 (4)较 (5)具有较小的保守性.

5　结　　语
　　本文提出一种新的积分不等式方法,讨论了线

性多时变时滞系统的鲁棒稳定性与鲁棒稳定化问

题. 利用 Park 不等式建立了基于二次型项的积分不

等式,在此基础上获得了系统时滞相关与时滞导数

相关的鲁棒稳定条件,同时得到了时滞状态反馈控

制器的一种新的设计方法. 实例表明,本文方法扩大

了系统稳定的时滞界限,得到的控制器具有较小的

增益,所得结果较已有方法具有较小的保守性.
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