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移动机器人向目标点运动的变增益控制方法
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摘　要: 针对控制量受限的移动机器人,研究其向目标点运动的控制问题 1提出了移动机器人有效控制的概念,并

采用变增益控制方法,使系统的状态单调收敛,最终到达目标点 1该方法可有效避免系统收敛于极限环上的情况 1
仿真结果验证了变增益控制器的有效性 1
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Var iable ga in con trol m ethod for m obile robot m ov ing to goa l
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Abstract: T he con tro l p rob lem of the mobile robo t moving to goal is invest igated, in w h ich the con tro l inpu t is

constra ined. T he concep t of efficien t con tro l is pu t fo rw ard aim ing at the mo tion con tro l fo r mobile robo t. A lso

variab le gain con tro l m ethod is used to con tro l mobile robo t moving to goal. D uring the course of mo tion, the system

state is mono ton ically converged to the goal and the phenom enon of converging on lim it cycle of the system is

avo ided. T he sim ulation examp le show s the efficiency of the variab le gain con tro l.

Key words: mobile robo t; efficien t con tro l; mo tion con tro l; converge mono ton ically; lim it cycle

1　引　　言
　　移动机器人向给定目标点运动是移动机器人运

动控制的基本问题之一,已被众多学者所关注并得

到深入的探讨[1～ 7 ]1该问题的研究成果可分为两类:

一类是基于路径规划,先规划出机器人到目标点的

路径,然后控制机器人进行路径跟踪;另一类是基于

机器人运动学,以机器人最终抵达目标点为目的,根

据运动学方程设计控制器 1文献 [ 1 ]考虑了机器人

的运动学和动力学约束,首先规划出到达目标点的

最短路径,然后设计控制器,使机器人以最快速度沿

规划路径运动 1文献 [ 2 ]设计机器人的运动“导航

角”,解决了有障碍物环境下机器人向目标点的运动

问题 1文献[ 3, 4 ]中要求机器人运动轨迹具有连续

的曲率,提出了光滑路径规划方案 1
以上文献都是在移动机器人线速度大于零的前

提下,研究机器人向目标点运动的问题 1实际上,移

动机器人 (或自主式移动小车)既可前进也可后退,

因此在速度可正可负的前提下,研究该问题更符合

实际需要,也更具灵活性 1文献 [ 5～ 7 ]研究的是多

机器人队形的运动控制问题,是从机器人运动控制

角度设计指数稳定的控制器 1但仿真研究发现,文

献[ 5～ 7 ]没有考虑移动机器人运动学系统中存在的

固有奇异点问题,该奇异点可能导致系统出现极限

环,使得机器人围着目标点作圆周运动 1
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　　针对以上不足,本文在速度可正可负以及控制

受限的前提下,研究移动机器人向目标点运动的控

制问题 1定义了有效控制的概念,采用变增益控制

方法,在有效控制范围内设计控制器,防止闭环系统

出现极限环,保证原定控制目标的实现 1

2　问题描述和主要思想
2. 1　问题描述

本文研究的问题是:针对给定的目标位置 (目标

点的坐标) 设计控制策略, 使移动机器人从其运动

区域中的任意一点 (初始点) 出发,快速向目标位置

运动,并经有限时间最终停留在目标位置上 1

图 1　机器人向目标运动

如图 1所示,两个前轮为机器人的驱动轮,后轮

P 起支撑平衡作用 1 前轮轴线的中心点为M ,

ûM P û = l为固定常数,以M 点建立的坐标为M (x ,

y ). 记机器人的运动速度为 v ,角速度为Ξ,运动方向

角Η∈ [ - Π, Π) ,则机器人的运动学模型可表示为:

xα

yα

Η
õ

=

co s Η 0

sin Η 0

0 1

v

Ξ
. (1)

　　移动机器人驱动系统提供其运动所需要的线

速度和角速度, 因此设计时控制变量通常选为 u =

[v , Ξ]T. 受机器人本身的驱动系统、转动惯量及与地

面的摩擦力等因素的影响, u 的取值通常是受限的 1
本文假设 ûv û ≤ vm , ûΞû ≤ Ξm ,其中 vm , Ξm (> 0) 是

由具体机器人特性所决定的常数 1
为更好地描述机器人与目标位置的相对状况,

以机器人与目标点之间的距离 s > 0 (即长度M D )

和M D 与机器人当前运动方向的夹角 Υ∈ [ - Π, Π)

为参数,建立如下运动学方程:

Φ
õ

= g (Φ) u. (2)

其中

Φ=
s

Υ
, g (Φ) =

- co s Υ 0

(sin Υ) ös 1
, u =

v

Ξ
.

当 det (g ) = 0 时, co sΥ= 0, 系统的奇异点为 (s,

± Πö2) 1如果 v öΞ= Λs (定值) ,代入式 (2) 则得, Φ
õ

=

0, Φ= Φ3 ≠ 0,导致运动轨迹收敛到极限环上. 这说

明如果控制方法不当, 则可能使机器人在 X Y 平面

以目标点为圆心转圈 1
注 1　本文以M 点为参考点建立运动学方程,

较文献[ 5 ] 以 P 点为参考点本质上并无区别, 系统

同样存在奇异点,但选择M 点使得运动方程更加简

单,从而可以简化分析过程 1
2. 2　主要思想

为移动机器人建模时, 通常考虑其轮子不作平

滑运动,且机器人不能原地转圈,故引入如下定义:

定义 1　D = { [v , Ξ]T û0 ≤ ûv û ≤ vm , Ξ = 0;

(v söΞm ) ûΞû ≤ ûv û≤ vm , Ξ∈ [ - Ξm , 0) ∪ (0, Ξm ]},

称该区域为控制量允许取值范围 1其中机器人的最
小转弯半径记为 rm in (= v söΞm ) , v s 是机器人转圈时

最小线速度 1
定义 2　称移动机器人始终向原点单调收敛,

如果 1) 和 2) 同时成立:

1)　　　
sα< 0, Υ≠± Πö2;

sα= 0, Υ= ± Πö2.

2)　　　
sgn (Υ) Υα< 0, Υ≠ 0;

Υα= 0, Υ= 01

其中　　　　sgn (Υ) Χ
1, Υ≥ 0;

- 1, Υ< 01
定义3　对任意控制量u∈D ,如果可使运动学

方程 (2) 的动态 Φ向原点单调收敛,则称该控制量 u

为有效控制量; 如果控制律的任意控制量均为有效

控制量,则称为有效控制 1
当 det (g ) ≠ 0时,设计如下变增益控制器:

u = - g - 1K (Φ) Φ. (3)

其中: K (Φ) = diag{k 1 (Φ) , k 2 (Φ) }, k 1 (Φ) , k 2 (Φ) > 0,

g - 1表示 g (Φ) 的逆矩阵 1目的是通过设计控制器的
增益 K (Φ) ,保证控制器输出始终为有效控制量 1
当 det (g ) = 0时,应保证 (vöΞ) ≠Λs (定值) ,从

而避免机器人的运动轨迹收敛到极限环上 1
由有效控制定义可知,有效控制不具有唯一性.

本文遵循如下控制原则: 机器人首先调整到向目标

点运动的方向,即根据优化目标函数m ax
u

ûΥαû 确定有

效控制;当Υ= 0时,机器人再向目标点全速前进,最

终抵达目标点 1因此, 可将机器人向目标点的运动

过程分为 3 个阶段: 1) 快速调整方向; 2) 向目标点

全速运动; 3) 结束 1
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3　变增益控制器的设计
　　在有效控制的原则下,由于机器人运动的多样

性,对于本文的有效控制是否存在?如果存在如何寻

求?为此有如下命题:

命题 1　如果存在有效控制使机器人运动到目

标点, 则必然存在有效控制使机器人按最小圆弧加

直线的方式运动到目标点 1

图 2　机器人向目标点运动

证明　首先考虑 Υ∈ [ 0, Πö2 ]的情况 1如图 2

所示,假定D 点为目标点,A 点为机器人当前位置,

直线A D 与机器人运动方向的夹角为Υ∈ (0, Πö2) ,

弧A C 是机器人所能转的最小圆弧. 从D 点作弧的

A C 切线,切点为B (注意当 Υ= 0时,B 点与A 点重

合) 1如果存在有效控制[v , Ξ]T (v > 0, Ξ < 0) 使机

器人运动到目标点, 则此时机器人运动轨线的曲率

必然小于圆弧A C 的曲率,即其运动轨线在圆弧A C

的上方,不妨以虚线弧A D 来表示 1
采用最小圆弧加直线的方法, 机器人在弧A B

上运动时其控制为 [v s, - Ξm ]T ,B D 上运动的控制

为[vm , 0 ]T 1根据曲率定义有 ûvöΞû ≥ v söΞm ,将[v s,

- Ξm ]T 代入式 (2) 有

sα= - v sco sΥ< 0,

Υα=
- sΞm + v s sinΥ

s
≤

　 sΞ + v sinΥ
s

< 0,

所以[v s, - Ξm ]T为有效控制 1机器人沿B D 运动时

Υ= 0,将[vm , 0 ]T代入式 (2) 有 sα= - vm < 0, Υα= 0,

故[vm , 0 ]T 也是有效控制 1当 Υ= Πö2时,仍采用同

样的有效控制[v s, - Ξm ]T 1所以当Υ∈ [ 0, Πö2 ]时,

命题 1成立 1
当 Υ∈ (Πö2, Π) 时,与上述情况类似,同样采用

最小圆弧加直线的方法, 只要注意此时控制为

[ - v s, - Ξm ]T 即可,此时命题 1仍然成立 1
最后由对称性可知, Υ∈ [ - Π, 0) 时命题 1仍然

成立 1□
注 2　实际过程中, 机器人的运动轨迹不论是

从圆弧到直线还是从直线到圆弧, 其间都要经历加

减速过程. 机器人在圆弧上加减速时,线速度和角速

度需满足条件 ûvöΞû = v söΞm 1为简化分析过程,在

此不考虑机器人的加减速过程, 且认为在圆弧或直

线上的控制量是统一的 1
以下定理给出了有效控制的存在条件 1
定理 1　系统 (2) 存在有效控制,使系统最终抵

达原点的充分必要条件为

s≥ 2rm in sinûΥû , Υ∈ [ - Πö2, Πö2 ];

s≥ rm in (- sinûΥû + sin2Υ+ 8) ,

Υ∈ [ - Π, - Πö2) ∪ (Πö2, Π).

(4)

　　证明　文献 [ 8 ] 已证明最小圆弧加直线方法

所得到的运动轨迹是机器人到达目标点的最短路

径. 由命题 1可知,只要对最小圆弧加直线方法证明

是否存在有效控制即可 1图 3中圆弧A D ,A B ,B D

都是机器人所能转的最小圆弧, 直线A D 就是机器

人到达目标点的最短距离 1

图 3　机器人与目标点最短距离示意

1) 必要性证明 1存在有效控制,使机器人能够

顺利抵达目标点 1
① Υ∈ [ 0, Πö2 ]的情况 1如图 3 (a) 所示,弧A D

是机器人所能转的最小圆弧, 路径最短, 此时 s =

ûA D û = 2rm in sin Υ1
② Υ∈ (Πö2, Π) 的情况 1机器人与目标点距离
最短时机器人的运动轨迹如图 3 (b) 所示 1因为存
在有效控制量,根据式 (2) 可知机器人速度为负,所

以机器人先后退一段, 同时 Υ不断减小; 到达B 点

时, Υ= Πö2,速度变为正值,运动轨迹为半圆B D ,此

时 s = ûA D û = rm in (- sinûΥû + sin2Υ+ 8) 1
③ 根据对称性可知, Υ∈ [ - Πö2, 0) 与Υ∈ [ 0,

Πö2 ], Υ∈ [ - Π, - Πö2 ]与Υ∈ (Πö2, Π) 的情况完全

一样,即条件 (4) 成立 1
2) 充分性证明 1如果条件 (4) 成立:

① 当Υ∈ [ 0, Πö2 ]时, Υ= 0表示机器人正对目
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标点,可直接向目标点运动,控制为[v s, 0 ]T ,且满足

sα= - v s < 0, Υα= 0,故为有效控制 1Υ∈ (0, Πö2 ]表

示机器人在图 3 (a) 中的圆弧A B 段运动, 控制为

[v s, - Ξm ]T ,于是有

Υα=
- sΞm + v s sinΥ

s
< -

rm inΞm sinΥ
s

< 0,

sα=
- v sco sΥ< 0, Υ≠ Πö2;

0, Υ= Πö2.

故也为有效控制 1
② 当 Υ∈ (Πö2, Π) 时,如图 3 (b) 所示,机器人

在圆弧 A B 和 B D 段运动的控制分别为 [ - v s,

- Ξm ]T 和[v s, - Ξm ]T 1在圆弧A B 上,由式 (2) 知,

Υα=
- sΞm - v s sinΥ

s
< 0,且 sα= - v sco sΥ< 0,所以

控制[ - v s, - Ξm ]T为有效控制. 同样,在圆弧B D 上

的控制也为有效控制 1
③ 根据对称性可知, Υ∈ [ - Πö2, 0) 与Υ∈ [ 0,

Πö2 ], Υ∈ [ - Π, - Πö2 ]与Υ∈ (Πö2, Π) 的情况完全

一样 1□
下面结合 2. 2节控制原则确定机器人在 3个运

动阶段控制器的增益 1
(1) 快速调整方向阶段 K (Φ) 的设计

根据控制原则,该阶段隐含 s≠ 0, Υ≠ 01以Υ∈
(0, Πö2) 为例, 有效控制满足{[v , Ξ]T ûv > 0, Ξ <

0}1控制器 u = - g - 1K (Φ) Φ,所以

Υα=
sΞ + v sin Υ

s
= - k 2 (Φ) Υ1

增益 k 2 (Φ) 的范围为

sΞm - v s sin Υ
sΥ ≥ k 2 (Φ) > 01

根据目标函数m ax
u

ûΥαû ,可计算出增益 1从优化结果

看,机器人的运动轨线是其所能转的最小圆弧,此时

机器人的运动方向调整得最快, 这个结果与常识相

符 1快速调整方向阶段 K (Φ) 的取值见表 11
表 1　快速调整方向阶段 K (Φ) 的设计

- k1 (Φ) k2 (Φ)

Υ∈ (0, Πö2) v sco s Υös (sΞm - v ssin Υ) ö(sΥ)

Υ∈ (- Πö2, 0) v sco s Υös - (v ssin Υ+ sΞm ) ö(sΥ)

Υ∈ (Πö2, Π) - v sco s Υös (v ssin Υ+ sΞm ) ö(sΥ)

Υ∈ [ - Π, - Πö2) - v sco s Υös - (sΞm - v ssin Υ) ö(sΥ)

　　 (2) 向目标点全速运动阶段 K (Φ) 的设计

根据控制原则,该阶段隐含 Υ= 0, s≠ 01机器
人此时正对目标点, 只要向目标点全速运动即可 1
因为 sα= - vco s Υ= - k 1 (Φ) s, 所以 k 1 (Φ) = vm ös,

k 2 (Φ) ,可取任意正常数 1
(3) 结束阶段 K (Φ) 的设计

机器人既可能按最小圆弧运动到目标点, 也可

能按直线运动到目标点 1设定机器人与目标点距离
为 s1时,机器人进入结束阶段 1以前一种情况为例,

此时 k 1 (Φ) = (v sco s Υ) ös1, k 2 (Φ) = (sΞm - v s sin Υ) ö
(s1Υ). 代入式 (3) ,得 v = sv sös1, Ξ = sΞm ös1,满足条

件v öΞ= v sö- Ξm ,此时机器人按最小圆弧作减速运

动. 因为lim
t→∞

s ( t) = 0, lim
t→∞

Υ( t) = 0, s = 2rm in sin Υ,

所以lim
t→∞

k 2 (Φ) = v sös1, k 1 (Φ) = v sco s Υös1 < v sös1,说

明所设计的增益是有界的 1s1可通过实验来确定,应

大于机器人以最大减速度制动时运动的距离 1结束
阶段 K (Φ) 的取值见表 21

表 2　结束阶段 K (Φ) 的设计

k1 (Φ) k2 (Φ)

Υ∈ (0, Πö2) v sco s Υös1 (sΞm - v ssin Υ) ö(s1Υ)

Υ∈ (- Πö2, 0) v sco s Υös1 - (v ssin Υ+ sΞm ) ö(s1Υ)

Υ= 0 vm ös1 任意正常数

　　注 3　当 Υ= ± (Πö2) 时, det (g ) = 0,本文的

控制原则要求机器人转最小圆弧来快速调整方向,

此时 ûvöΞû = rm in. 由定理 1 可知 s ≥ 2rm in , 所以

(vöΞ) ≠ Λs,最终避免了系统出现极限环 1
注 4　如注 2所述, 实际过程中机器人存在加

(减) 速过程,现以图3 (b) 中机器人从A 点出发的加

速过程为例,说明如何确定加 (减) 速过程中的增益

K (Φ) 1设该反向加速过程的起始时刻为 t0, 终止时

刻为 tf ,机器人的初始运动方向角为 Η, Πö2 < Η( t0)

< Π, ∃Η= ∫
tf

0
Ξ( t) d t 是加速过程中运动方向角的

变化量,即机器人的运动方向角为Η( t0) - ∃Η时,加

速过程结束 1假设该加速过程为匀加速过程, 设机

器人的最大加速度为 vαm ,此时 t0 = 0, v = vαm t, - v s

≤ v < 0. 注意到此时的线速度和角速度应满足 vöΞ
= v sö- Ξm ,所以

∫
t

0
Ξ( t) d t = ∫

t

0

- Ξm vαm
v s

td t =
v 2Ξm

2vαm v s
.

由于机器人到达B 点时需要经历减速过程,所以当

机器人的运动方向角为 (2Η( t0) - Π) ö4时,加速过程

必须结束,否则将无法保证机器人到达B 点时速度

降为零,因此

∃Η= m in
2Η( t0) - Π

4
,

v sΞm

2vαm 1

此时由 u = - g - 1K (Φ) Φ,可得

　　　　　k 1 (Φ) = vco sΥös,
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　　　　　k 2 (Φ) =
v
sΥ -

s
rm in

- sinΥ 1

当机器人的运动方向角为Πö2 + ∃Η时,进入减速过

程,增益 k (Φ) 的确定方法与上面的讨论相同 1

4　仿真结果
　　仿真实验中有关参数选取如下: vm = 1. 6 m ös,

v s = 0. 9 m ös, Ξm = Π radös,最大加 (减) 速度 vαm =

1 m ös21目标位置的坐标为 (5, 5) ,机器人初始位置

的坐标为 (0, 0) ,初始运动方向角 Η= - 2Πö31
机器人的运动轨迹见图 4 (a). 首先进入快速调

整方向阶段,机器人按最小圆弧后退一段 (速度为负

值) ,到达B 点时 Υ= Πö2,机器人的速度变为正值,

继续按最小圆弧运动 1到达 C 点后,机器人的运动

方向已对准目标点, Υ= 0, 机器人开始进入向目标

点全速运动阶段 1实验中设定 s1 = v 2
m övαm ,当机器人

与目标点距离为 s1 时, 进入结束阶段, 此时 k i (Φ) ( i

= 1, 2) 均为常数,系统在该阶段是指数稳定的 1当
机器人与目标点之间距离小于 1 cm 时,认为机器人

已抵达目标点 1图 4为仿真实验结果 1

　　　 (a)　机器人的运动轨迹　　　　　　　　　　　　 (b )　机器人与目标点之间的距离 s

(c)　Υ的变化曲线　　　　　　　　　　　　　　　　 (d)　控制器的增益

图 4　仿真实验结果

5　结　　语
　　本文在速度可正可负的前提下,研究移动机器

人向目标点运动的控制问题,提出了有效控制的概

念,使得系统的状态变量始终向原点单调收敛,从而

体现出较高的控制效率 1采用变增益控制方法,设

计合适的增益,可使控制量始终在取值范围内,防止

系统出现极限环,避免了机器人围着目标点转圈的

现象 1
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