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摘　要: 遗传算法 (GA )的执行过程可看作复杂自适应系统的演化过程. 以 GA 运行过程中输出的适应值序列为研

究对象,通过功率谱和重标定域两种方法发现 GA 的输出序列存在自相似行为. 研究表明,算法执行过程中最优解的

输出与H urst 指数的变动密切相关,算法在全局搜索阶段呈现明显的自相似性,而在到达最优值附近则呈现明显的

白噪声特征. 这一发现为深刻理解 GA 运行机理和优化 GA 设计带来了新的思路.

关键词: 遗传算法; 自相似性; H urst指数; 功率谱幂律; 演化行为

中图分类号: T P18　　　　文献标识码: A

Self- sim ilar ity in genetic a lgor ithm

ZH A N G W ei, W U Z h i2m ing , L I S hu2g ang , YA N G Gen2ke

(D ep tartm ent of A utom ation, Shanghai J iao tong U niversity, Shanghai 200030, Ch ina. Co rresponden t: ZHAN G

W ei, E2m ail: zhang_ w i@ sjtu. edu. cn)

Abstract: T he evo lu tion of GA is a k ind of comp lex adap tive system evo lu tion. By in troducing the pow er spectrum

density analysis and re2scaled range m ethod, the self2sim ilar behavio r is revealed in GA′s fitness series. Further

invest igation show s the H urst exponen t has in tim ate rela t ionsh ip w ith GA′s fitness ou tpu ts. T he evo lu tion of GA

exh ib its strong self2sim ilar characterist ic in its global search stage and m uch no isy characterist ic in its local search
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1　引　　言
　　近年来,以遗传算法 (GA )为代表的演化计算在

许多领域, 特别是N P2H ard 问题的数值化求解方

面,取得了非常成功的应用[1 ] ,但仍存在很多问题,

如 GA 收敛速度的预测与评估. 尽管Ho lland [2 ]提出

了积木块原理,直观地解释了 GA 为什么具有寻优

的能力;其他学者证明了在保留最优值的情况下,标

准遗传算法 (SGA )可依概率 1 收敛到最优解[3 ] ,但

这些工作并没有揭示出遗传算法运行过程的规律.

从复杂自适应系统 (CA S)的角度看, 一个 GA

算例相当于一个微型复杂系统. 其中, GA 中的个体

相当于复杂系统中的智能体,个体之间的交叉算子

相当于智能体之间的信息交换过程,个体的变异算

子则可理解为单个智能体对环境的探索过程; 相应

地,整个 GA 的运行过程便可理解为复杂系统的演

化过程. 因此, GA 很可能具有 CA S 系统中常见的

一些规律和现象. 本文通过考察标准 GA 输出的适

应值序列发现, GA 在寻优过程中存在自相似现象,

且自相似程度随着 GA 由全局搜索到局部搜索的转

变有降低的趋势. 这一发现揭示了 GA 作为复杂系

统演化所具有的运行规律,有助于我们更好地理解

GA 的动态运行过程,并改进现有的 GA 算法.
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　　本文介绍了复杂系统中的自相似行为及其评估

标准——H u rst 指数, 以 Ro sen2B rock 函数优化问

题的标准遗传算法求解为例,判定了 GA 运行中自

相似行为的存在,并以 T SP 问题的遗传算法为例,

考察了自相似行为随演化代数而变化的规律.

2　自相似现象
　　自相似性 (分形性)是复杂系统中常见的一种现

象[4 ]. 直观上看,自相似系统经常在某种测度的不同

尺度上表现出相似的特征. 这里的测度可以是空间、

时间或任何其他合理的定义.

2. 1　自相似随机过程的定义

定义 1 (自相似随机过程的连续时间定义) [4 ]　

一个随机过程 x ( t) 在统计意义上是以参数H (0. 5

< H < 1) 自相似的,如果对于任意实数Α> 0,随机

过程Α- H x (Αt) 与 x ( t) 有相同的统计特征. 该关系可

用以下 3项条件表达:

1) 均值

E [x ( t) ] =
E [x (Αt) ]

ΑH ; (1)

　　2) 方差

V ar[x ( t) ] =
V ar[x (Αt) ]

Α2H ; (2)

　　3) 自相关

R x ( t, s) =
R x [Αt, Αs ]

Α2H . (3)

　　参数H 称为H u rst指数,在本质上是一种随机

现象持续性或长程依赖程度的度量, 反映了系统在

不同尺度上自相似的程度. H 一般可通过重标定域

法 (R öS) 计算, H = 0. 5表示没有自相关性; H 越接

近于 1,持续性或长程依赖性的程度越大,自相似的

程度也越高.

上述定义是基于连续时间变量直接尺度变换的

定义,相应的离散时间定义如下:

定义 2 (自相似随机过程的离散时间定义)　对

于一个平稳时间序列 x ,首先定义m 重聚集时间序

列 x
(m ) = {x

(m )
k , k = 0, 1,⋯},将原时间序列分成大

小为m 的块, 然后在各块中求出平均值, 这一过程

可表示为

x
(m )
k =

1
m ∑

km

i= km - (m - 1)
x i. (4)

　　多重聚集时间序列可视为原时间序列在时间

尺度上的压缩, 如果原始序列经压缩而相应的统计

特性 (均值、方差、自相关) 保持不变,则可认为这是

一个自相似过程. 因此,自相似性在直观上意味着原

始序列在不同尺度上的聚集序列具有相同的变化程

度或突发性.

2. 2　功率定律与双对数功率谱图

自相似过程在频域内的重要特征之一是具有

1öf Β信号的特点, 服从功率定律, 即对随机过程 x ,

其功率谱密度为

# (v )≈ cûv û - Α, v → 0. (5)

其中: c为常数, 0 < Α= 2H - 1 < 1, H 为H u rst指

数. 式 (5) 两边取对数,有 lg # (v )∝ lg (v ). 可见,若

在功率谱图上取双对数坐标, 则具有直线特征的功

率谱曲线就表明所分析序列服从功率定律. 当然,对

于实际系统而言, 功率定律一般只能在一个有限的

频段 vm in < v < vm ax内成立. 本文用双对数功率谱图

作为检测自相似性是否存在的方法之一.

2. 3　自相似程度的度量——Hurst指数及 RöS

算法

如定义 1所述, H u rst 指数H 是自相似程度的

一种度量, H 的值介于 0. 5～ 1之间, H 的值越大,

表明自相似程度越高. 一般情况下, H 的值都是利

用系统在某种测度下不同尺度的不变性进行估计.

本文采用重标定域法[5 ] 计算H u rst 指数. 算法描述

如下:

算法:重标定域法 (R öS法) 估计H u rst指数;

输入:时间序列{X n , n ∈ Z + }.

1) 计算时间序列X n的均值X{ =
1
n∑

n

i= 1

X i,方差

S 2 (n) , 距离均值的差值 ∃X (k ) = X k - X{ . 显然,

∃X (k ) 的均值为 0,故这个动作称为重标定 (或归一

化).

2) 计算累加值 ∃ j = ∑
j

i= 1
∃X ( i) , j = 1, 2,⋯, n.

3) R n = m ax (0, ∃ 1, ∃ 2,⋯, ∃ n) - m in (0, ∃ 1,

∃ 2,⋯, ∃ n).

4) 计算 R nöS n , 这一过程相当于将 R n 归一化

(标准化). 称R nöS n为重标定域,它与n有幂关系,即

R nöS n∝ nH. 两边取对数,有

log (R nöS n) = H log (n) + log (c) , (6)

故在对数平面上选取 n 为水平轴, R nöS n 为垂直轴.

绘出曲线, 应近似为一条直线, 该直线的斜率即为

H .

在实际估计H 时, 应取直线段部分进行估计,

同时视情况舍弃直线段边缘误差较大的点.

3　标准遗传算法中的自相似现象
　　本实验选取标准遗传算法 (SGA ) [3 ] 在运行过

程中输出的群体平均值序列和随机选择的某个体值
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序列为研究对象. 算法采用二进制编码, 原算例[3 ]

群体大小M = 80,交叉概率 P c = 0. 6,变异概率 P m

= 0. 001,以Ro sen B rock 函数优化目标:

m ax f (x 1, x 2) = 100 (x 2
1 - x 2) 2 + (1 - x 1) 2,

s. t. - 2. 048≤ x i ≤ 2. 048, i = 1, 2.

　　该算例是 GA 的一个最小实现, 仅仅包含了

GA 运行所必需的选择、交叉和变异等算子. 考虑到

原算法选择算子中的最优个体保留策略会导致算法

迅速收敛,所以特意放弃该策略,并且缩小群体规模

为 10,延长最大演化代数到 10 000, P c 调整为 0. 2,

P m 调整为 0. 01, 使算例输出的值序列不致迅速收

敛,以充分反映 GA 演化过程中的动态行为.

经过上述修正后, 虽然算法不能从理论上保证

一定依概率 1 收敛到最优, 但这并不违背 GA 的基

本原理, GA 仍然保留了在整个搜索空间中搜索最

优的能力; 而且这种最简化的 GA 可以充分代表各

种 GA 变种算法, 使本实验的结果更具代表性和普

遍性.

图 1 (a) 和 (b) 分别是该简化 SGA 算例演化

10 000代输出的平均值序列和个体值序列. 从图中

可以看出,作为整体而言, GA 可以迅速搜索到最优

值邻近区域, 但并不能避免在最优值附近的长期波

动,这一点在图1 (b) 中看得更清楚. GA 中单个个体

的适应度并不因为整体适应度的相对稳定而有所收

敛,相反,它依然保持了大范围的波动性质.

图 2是适应值序列的功率谱图双对数化后的结

果,其中功率谱的计算采用W elch方法,横坐标采用

对数坐标. 从图中可以看出,群体平均值序列的功率

(a)　群体的平均值序列

(b)　个体值序列

图 1　SGA 的输出序列

(a)　平均值序列

(b)　个体值序列

图 2　SGA 输出值序列的功率谱

谱图在取对数之后呈现非常明显的直线特征, 这是

自相似性存在的结果. 相比图 2 (a) 和 (b) 中的个体

适应度序列,仅在中低频段呈现出直线特征,而在高

频段更多地呈现随机白噪声特征, 这反映了 GA 中

单个个体的适应度演化规律. 虽然短期内的波动 (对

应图 2 (b) 高频部分) 更多地呈现随机波动特征,但

从长期演化的趋势看, 与系统平均的变化规律是一

致的 (对应图 2 (a) 和 (b) 的中低频部分).

适应度序列中是否存在自相似性特征的进一步

判据是H 指数. 通常, H 指数可通过R öS 法进行估

计. 一般认为,当 0. 5 < H < 1时,被分析序列中存

在自相似特征. 以R öS法估计SGA 平均值序列和个

体值序列的H 指数分别为 0. 92和 0. 88,表明在一

定尺度范围内, 上述适应值序列中存在较强的自相

似性.

为什么适应度序列的自相似特征在平均意义上

反映得更明显呢?这是因为作为 GA 中的个体,其演

化行为受交叉和变异算子的影响, 而这两大算子内

含的随机性会使个体适应度的变化在小尺度上更多

地呈现噪音特征; 而大量看似在作噪音运动的个体

的综合, 又使得 GA 在整体上呈现出明显的非随机

行为 (即在解空间中寻优的过程). 这便是 GA 动态

运行过程的外在表现.
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4　GA 演化过程中自相似行为的变化
　　上节实验验证了 GA 运行过程中自相似行为的

存在,本节进一步考察自相似性随 GA 演化而变化

的规律. 鉴于前述算例以较少的进化代数就能到达

最优值附近,不适合用来考察H u rst 随演化代数变

化的规律,故引入 GA 求解 T SP 问题. 其中,算法实

现参照上节作同样简化,但考虑到 T SP 问题本身的

特殊性,仍然保留了“个体修正”操作, 否则, GA 运

行中交叉和变异算子会产生大量的不可行解,严重

干扰算法的执行过程.

图 3 的数据是 GA 演化 76 141 代输出的最优

值序列. 由图可以清楚地看到,虽然 GA 的输出可以

较快地到达最优值附近,但输出值的波动并不因在

最优值附近而有所减弱. 这分别对应于 GA 的高效

全局搜索和局部搜索缓慢两种特征.

图 3　GA 求解 TSP问题输出的最优值序列

根据图 3,分别选取 10 000～ 20 000代, 30 000

～ 40 000 代和 50 000～ 60 000 代输出的最优值序

列估计 H u rst 指数, 计算结果分别为: 0. 95, 0. 91,

0. 67,它们分别对应于 GA 演化过程中的 3个阶段:

1)全局寻优阶段,这时 GA 的搜索效率和自相似程

度都是最高的, H u rst 指数可以超过 0. 9; 2)由全局

搜索到局部搜索的过渡阶段,这时 GA 的输出趋向

最优,并具有较强的自相似性; 3)局部搜索阶段,这

时 GA 的输出已到达最优值附近,并且处于上下波

动无法稳定的状态, 呈现出明显的白噪音特征,

H u rst 指数也随之明显降低, 只有 0. 67 左右, 自相

似性已经很不明显.

图 4进一步展示了H u rst指数随演化代数变化

的情况. 相邻H u rst 指数的计算相差 5 000代,每次

计算均取 10 000代演化输出的最优值. 与图 3对照

可以清楚地看到, GA 的全局搜索阶段具有较高程

度的自相似性 (H u rst 指数在 0. 8 以上) , 局部搜索

阶段具有较强的噪音特性 (H u rst指数低于 0. 7) ,而

在中间的过渡阶段, H u rst指数出现大幅的波动.

图 4　Hurst指数随 GA 演化代数变化情况

　　由此可见, GA的运行阶段与其自相似程度之

间存在密切联系. 在算法运行初期的全局搜索阶段,

GA 中的每个个体通过彼此之间的信息交换 (以交

叉算子和变异算子实现)完成解空间的高效搜索,导

致最优解的输出呈现明显的自相似现象; 当 GA 到

达稳定解附近时,个体之间的信息交换所起的作用

已不明显,交叉变异算子所起的作用更象是随机噪

音干扰,这也是 GA 局部搜索能力较弱的一个原因.

对自相似程度的判断有助于确定何时在GA 中引入

高效的局部搜索策略.

5　结　　语
　　本文从复杂自适应系统的角度看待GA 的运行

过程,以 GA 运行过程中的群体平均值、个体值和最

优值序列为研究对象,通过对数功率谱计算和R öS

算法两种方法,确认了 GA 中自相似特性的存在. 实

验结果表明,群体序列的自相似性表现得比单个个

体更为突出,在相当大的尺度上都存在;自相似程度

与演化代数密切相关,伴随着 GA 从全局搜索向局

部搜索的转变阶段呈明显下降趋势. 这些发现对于

深刻理解 GA 的动态运行机制、评判 GA 的运行效

果以及设计更好的算法实现,提供了新的思路和方

向.
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