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评价带有关联子过程决策单元的D EA 模型

殷梅英, 王梦光, 刘士新
(东北大学 信息科学与工程学院, 辽宁 沈阳 110004)

摘　要: 提出一类新的网络D EA 模型, 对带有关联子过程决策单元的有效性进行了评价. 给出了决策单元网络

D EA (N ET 2D EA )有效的相关定义和定理,指出N ET 2D EA 有效的单元同时也为传统D EA (C2R )有效,且单元的内

部子过程也均为有效,并给出有关定理的证明. 通过算例对定理进行了验证. 因网络D EA 评价模型考虑了单元内部

子过程对其有效性的影响,所以该评价模型能够给出更为准确的管理信息.
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Abstract: A new type N ET 2D EA model is p ropo sed to m easure the efficiency of decision m ak ing un its (DM U s) w ith

co rrela t ive subsystem s. T he defin it ion and theo rem about the N ET 2D EA efficiency of DM U s are given. T he

comparetion of the N ET 2D EA efficiency w ith tradit ional D EA efficiency (C2R ) of DM U s is p resen ted. T he DM U s

being N ET 2D EA efficien t are D EA efficien t (C2R ) and their subsystem s are also D EA efficien t (C2R ). A t the end,

the theo rem is p roved by using an examp le. Because the N ET 2D EA model considers the effect of the subsystem s to

the DM U′s efficiency, the model can give mo re veracious m anaging info rm ation.
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1　引　　言
　　利用传统数据包络分析方法 (D EA ) [1 ]评价决策

单元 (DM U )相对有效性时, 将被评价对象视为黑

箱[2 ] ,同时没有讨论单元内部过程对其有效性的影

响 1这种评价方法存在很大局限,甚至可能造成有

效性评价的偏差[3 ]. 为克服传统D EA 方法的局限

性,文献[ 3, 4 ]研究了带有独立子系统的DM U 有效

性评价方法及其在农业土地分配中的应用. 在这些

研究中,被评价决策单元的内部子过程均是相互独

立的. 然而实践中,很多经济实体的内部子系统之间

存在关联关系,即一个子过程的输出为另一个子过

程的输入,而且这种结构的DM U 更具有一般性. 基

于这种结构的DM U ,本文提出一类新的网络D EA

模型,对含有相互关联子过程的DM U 进行相对有

效性评价.
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2　含有内部子过程的决策单元结构
　　现评价图 1 所示DM U 的有效性. 设存在一组

n个内部结构相同的DM U j ( j = 1, 2,⋯, n ) ,每个单

元含有 s个子过程 P l ( l = 1, 2,⋯, s) ,各子过程之间

均可以有关联输入、关联输出向量. X 0
j > 0, Y e

j > 0 ( j

= 1, 2,⋯, n ) 分别为单元 j 的输入、输出向量.

图 1　含有关联子过程的决策单元 j

本文仅讨论该网络结构的下述情况: 单元输入

向量X 0
j 可以在 s个子过程间任意分配. X 0l

j ( l∈ {1,

2,⋯, s}) 表示分配到 j 单元 l子过程的输入向量,显

然有 X 0
j = ∑

s

l= 1
X 0l

j . 单元输出向量 Y e
j 为各子过程对

最终节点的输出向量组合,即 Y e
j = (Y 1e,⋯, Y le

j ,⋯,

Y se) T ,其中 Y le
j 表示 j 单元 l子过程对最终节点的输

出向量. Y� lr
j (r, l∈{1, 2,⋯, s}, r≠ l) 表示 j单元 l子

过程对 r子过程的关联输出. X� rl
j (r, l∈ {1, 2,⋯, s},

r≠ l) 表示 j 单元 l子过程来自 r子过程关联输入,

显然有Y� rl
j = X� rl

j , Y� lr
j = X� lr

j . 上述各输入、输出的相应

权重向量为: 单元输入 X 0 和输出 Y e 的权重分别为

V 0和U e. 各子过程输入向量X l0和X� rl的权重向量分

别为V l0 和V
� rl,输出向量 Y le 和 Y

� lr 的权重向量分别

为U le和U
� lr. 下标 j表示第 j个单元, j 0 = 0表示被评

价单元.

3　一类网络D EA 有效性的评价模型
　　基于图 1的变量及关系说明,现给出评价一类

具有关联子过程的决策单元相对有效性的网络

D EA 分式模型,简称N ET 2D EA 模型.

(Pϖ)　m ax
U eT

Y e
0

V 0T

X 0
0

= V Pϖ, (1)

s. t.
U leT

Y le
j + ∑

s

r= 1, r≠l

U� lrT

Y� lr
j

V 0lT x 0l
j + ∑

s

r= 1, r≠l

V� rlTX� rl
j

≤ 1,

　　j = 1, 2,⋯, n; l = 1, 2,⋯, s; (2)

　　V 0 ≥V 0l, l = 1, 2,⋯, s;

　　U
� rl ≥V

� rl,U
� lr≥V

� lr,

　　r, l∈ {1, 2,⋯, s}, r≠ l; (3)

　　V 0 无符号限制,V 0l ≥ 0,

　　V
� lr ≥ 0,V

� rl ≥ 0,U le≥ 0,

　　U
� lr ≥ 0,U

� rl ≥ 0,U e ≥ 0.

　　模型 (Pϖ) 中的约束 (3) 说明子过程中来自单元

外部输入向量权重,应小于等于单元总输入权重;子

过程中来自内部其他子过程的关联输入向量权重,

应小于等于其他子过程相应关联输出向量的权重.

对模型 (Pϖ) 进行Charnes2Cooper变换. 令

t = 1ö(V 0T

X 0
0) ,

Ξ0 = tV 0, Ξ0l = tV 0l, Ξ�rl = tV� rl, Ξ�rl = tV� rl,

Λ�rl = tU� rl, Λ�lr = tU� rl, Λ�le = tU� le, Λe = tU e,

则分式规划 (Pϖ) 转换为下列线性规划模型:

(P )

m axΛeT

Y e
0 = V P , (4)

s. t. Ξ0lTX 0l
j + ∑

s

r= 1, r≠l

Ξ�rlTX� rl
j -

　　ΛleT

Y le
j - ∑

s

r= 1, r≠l

Λ�lrT

Y
� lr

j ≥ 0,

　　j = 1, 2,⋯, n; l = 1, 2,⋯, s; (5)

　　Ξ0T

X 0
0 = 1; (6)

　　Ξ0 ≥ Ξ0l, l = 1, 2,⋯, s;

　　Λ�rl ≥ Ξ�rl, Λ�lr≥ Ξ�lr,

　　r, l∈ {1, 2,⋯, s}; r≠ l; (7)

　　Ξ0 无符号限制, Ξ0l ∂ 0, Ξ�lr ∂ 0, Ξ�rl ∂ 0,

　　Λle ∂ 0, Λ�rl ∂ 0, Λ�lr ∂ 0, Λe ∂ 0.

　　模型 (P ) 中约束 (7) 的含义同模型 (Pϖ) 中约束

(3) 的说明.

定理1　规划 (Pϖ) 与 (P ) 在下述意义下等价: 1)

若V
δ0,V

δ0l,V
�^ rl,U

δe,U
δle,U

�^ lr 为 (Pϖ) 的解, 则 Ξδ0 = t
δ
V
δ0,

Ξδ0l = t
δ
V
δ0l, Ξ�

^
rl = t

δ
V
�^ rl, Λδe = t

δ
U
δe, Λδle = t

δ
U
δle, Λ�

^
lr = t

δ
U
�^ lr为

(P ) 的解, 且 (Pϖ) 与 (P ) 的最优目标值相等, 其中 t
δ

= 1ö(Vδ0T

X 0
0) ; 2) 若 Ξδ0, Ξδ0l, Ξ�

^
rl, Λδe, Λδle, Λ�

^
lr 为 (P ) 的

解,则 Ξδ0, Ξδ0l, Ξ�
^

rl, Λδe, Λδle, Λ�
^

lr 也是 (Pϖ) 的解,且 (Pϖ) 与

(P ) 的最优目标值相等.

由D EA 理论不难证明该定理成立,证明略.

根据线性规划对偶理论,并引入相应松弛变量,

则 (P ) 的对偶规划模型 (经整理) 为

(D )　m inΗ= V D , (8)

s. t. ∑
s

l= 1
X 0l

0 = ΗX 0
0; (9)

　　∑
n

j= 1
Κl

jX
0l
j + S 0l- = X 0l

0 ,
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　　　　l = 1, 2,⋯, s; (10)

　　　　∑
n

j = 1

Κl
jX
� rl

j + S�rl- = X� rl
0 , X� rl

0 = Y� rl
0 ,

　　r, l∈ {1, 2,⋯, s}, l≠ r; (11)

　　∑
n

j = 1
Κl

jY
le
j - S le+ = Y le

0 ,

　　l = 1, 2,⋯, s; (12)

　　∑
n

j = 1
Κl

jY
� lr

j - S
� lr+ = Y

� lr
0 , X

� lr
0 = Y

� lr
0 ,

　　r, l∈ {1, 2,⋯, s}, l≠ r; (13)

　　Κl
j ≥ 0, X 0l

0 ≥ 0, Y
� rl

0 = X
� rl

0 ≥ 0,

　　Y� lr
0 = X� lr

0 ≥ 0, S ol- ∂ 0,

　　S�rl- ∂ 0, S le+ ∂ 0, S� lr+ ∂ 0;

　　Η无符号限制, j = 1, 2,⋯, n.

其中: Κl
j , X 0l

0 , X
� rl

0 和 Y
� rl

0 均为未知变量.

定理 2　规划 (P ) 和 (D ) 均存在最优解, 且最

优目标函数值存在下列关系: V D = V P ≤ 1.

由线性规划对偶理论不难证明该定理成立, 证

明略.

定义 1　 若线性规划 (P ) 的解 Ξδ0, Ξδ0l, Ξ�
^

rl, Λδe,

Λδle, Λ�
^

lr满足: V P = ΛδeT

Y e
0 = 1,则称决策单元 0为弱网

络D EA 有效 (弱N ET 2D EA 有效) 的.

定义 2　若线性规划 (P ) 的解中存在 Ξδ0l > 0,

Ξ�
^

rl > 0, Λδle > 0, Λ�
^

lr > 0,且V P = ΛδeT

Y e
0 = 1,则称决

策单元为网络D EA 有效 (N ET 2D EA 有效) 的.

定理 3　1) 决策单元 0为弱N ET 2D EA 有效的

充分必要条件是: 规划 (D ) 的最优值V D = 1; 2) 决

策单元 0为N ET 2D EA 有效的充分必要条件为: 规

划 (D ) 的最优值V D = 1,且其最优解X
δ0l

0 , Y
�^ lr

0 , X
�^ rl

0 (r,

l∈{1, 2, 3}, r≠ l) , S
δ0l- , S

�^ rl- , S
δle+ , S

�^ lr+ , Η, Κδl ( l = 1,

2,⋯, s) 都有

S 0l- = 0, S�rl- = 0, S le+ = 0, S�lr+ = 0.

由D EA 理论易知该定理成立,证明略.

定理 4　若决策单元为N ET 2D EA (模型 (P ) )

有效的, 相应的模型最优解表示为 Ξδ0, Ξδ0l, Ξ�
^

rl, Λδe,

Λδle, Λ�
^

lr,则有

Ξδ0 = Ξδ0l, l = 1, 2,⋯, s;

Λ�
^

lr = Ξ�
^

lr, r, l∈ {1, 2,⋯, s}, r≠ l.

　　证明　用反证法证明. 求解模型 (P ) 所得的最

优解必然满足: Ξδ0 ≥ Ξδ0l, l = 1, 2,⋯, s; Λ�
^

lr≥ Ξ�
^

lr, r, l

∈ {1, 2,⋯, s}, r≠ l; Π j ∈ {1, 2,⋯, n}.

若定理 4不成立,则对于Π l = 1, 2,⋯, s, Π r, l

∈ {1, 2,⋯, s}, r≠ l,有以下 3种情形: 1) Ξδ0 > Ξδ0l,

Λ�
^

lr > Ξ�
^

lr; 2) Ξδ0 > Ξδ0l, Λ�
^

lr = Ξ�
^

lr; 3) Ξδ0 = Ξδ0l, Λ�
^

lr > Ξ�
^

lr.

注意到这3种情形对模型 (P ) 约束中式 (5) 对Π j =

1, 2,⋯, n 均应满足. 考虑当 j = 0时,对于情形 1) ,

将所有子过程对应的模型 (P ) 中式 (5) 的不等号两

边 分 别 相 加, 又 X� lr
0 = Y� lr

0 , 得∑
s

l= 1
Ξ0lTX 0l

0 +

∑
s

r, l= 1, r≠l

(Ξ�
^

lrT

- Λ�
^

lrT
) Y

� lr
0 - ∑

s

l= 1
ΛδleT

Y le
0 ≥ 0,且Ξδ0 > Ξδ0l,

l = 1, 2,⋯, s, X 0
0 = ∑

s

l= 1

X 0l
0 ,则

Ξδ0T

X 0
0 + ∑

s

r, l= 1, r≠l

(Ξ�
^

rl - Λ�
^

rl) TX� rl
0 - ∑

s

l= 1

ΛδleT

Y le
0 > 0.

(14)

被评价单元 0为N ET 2D EA 有效,则 Ξδ0T

X 0
0 = ΛδeT

Y e

= ΛδleT

Y 0l
0 = 1,式 (14) 转换为∑

s

r= 1, r≠l

(Ξ�
^

lrT

- Λ�
^

lrT
)X

� lr
0 >

0, 与原假设Λ�
^

lr > Ξ�
^

lr矛盾. 所以情形1) 不成立. 同理

可以证明情形2) 和3) 也不成立. 因此只有Ξδ0 = Ξδ0l,

l = 1, 2,⋯, s; Ξ�
^

lr = Λ�
^

lr, r, l ∈ {1, 2,⋯, s}, r ≠ l 成

立. □

4　NET-D EA 模型与C2R模型的关系
　　当不考虑单元内部过程时,评价单元总体有效

性的D EA (C2R ) 分式模型如下:

　　 (PϖC2R )

m ax
U eT

Y e
0

V 0T

X 0
0

= V PϖC2R , (15)

s. t.
U eT

Y e
j

V 0T

X 0
j

≤ 1, j = 1, 2,⋯, n; (16)

　　U e≥ 0,V 0 ≥ 0. (17)

单元中每个子过程有效性评价的DEA (C 2R ) 模型
(以 l子过程为例) 为

(PϖP1)

m ax
U leT

Y le
0 + ∑

s

r= 1, r≠l

U
� lrT

Y
� lr

0

V 0lTX 0l
0 + ∑

s

r= 1, r≠l

V� rlTX� rl
0

= V PϖPL
, (18)

s. t.
U leT

Y le
j + ∑

s

r= 1, r≠l

U� lrT

Y� lr
j

V 0lTX 0l
j + ∑

s

r= 1, r≠l

V� rlTX� rl
j

≤ 1,

　　j = 1, 2,⋯, n; (19)

　　U le ≥ 0,V 0l ≥ 0,U
� lr≥ 0,V

� rl ≥ 0,

　　r, l∈ {1, 2,⋯, s}, r≠ l.
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　　定理 5　如果决策单元为N ET 2D EA 有效,则

该单元也必为不考虑内部子过程情况下的DEA 有

效 (C 2R ).

　　证明　对于被评价单元 0,模型 (Pϖ) 的任意可

行解表示为V 0,V 0l,V� rl,U e,U le,U� lr. 因为

U leT

Y le
j + ∑

s

r= 1, r≠l

U
� lrT

Y
� lr

j

V 0lTX 0l
j + ∑

s

r= 1, r≠l

V� lrT

X� lr
j

≤ 1,

l∈ {1, 2,⋯, s}, (20)

由于V 0 ≥V 0l, l = 1, 2,⋯, s,且X 0
j = ∑

s

l= 1
X 0l

j ,则有

V 0T

X 0
j ≥∑

s

l= 1
V 0lTX 0l

j . 将 s个子过程对应的式 (20) 的

分子、分母分别相加,则有

U eT

Y e
j + ∑

s

r, l= 1, r≠l

U
� lrT

Y
� lr

j

V 0T

X 0
j + ∑

s

l, r= 1, l≠r

V� rlTX� rl
j

≤ 1, (21)

因为X
� rl

j = Y
� rl

j ,且U
� rl ≥V

� rl,所以有

∑
s

r, l= 1, r≠l

U� lrT

Y� lr
j

∑
s

l, r= 1, l≠r

V
� rlTX

� rl
j

≥ 1, (22)

将 (21) 和 (22) 两式中的分子、分母对应相减, 有

(U eT

Y e
j ) ö(V 0T

X 0
j ) ≤1. 可见,模型 (Pϖ) 的任意可行解

也是模型 (PϖC2R ) 的可行解. 另外, 当单元为

N ET 2D EA 模型 (Pϖ) 有效时,V Pϖ = 1. 模型 (Pϖ) 的目

标函数式 (1) 与 (PϖC2R ) 中式 (14) 相同, 所以最优目

标函数值相等,即V Pϖ = V PϖC2R = 1. 这表明单元也为

D EA (C 2R ) 有效. □

　　定理 6　如果决策单元为N ET 2D EA 有效,则

其各子过程均为D EA 有效 (C 2R ).

　　证明　若单元 0为N ET 2D EA 有效,且最优解

为Vδ0,Vδ0l,Uδe,Uδle, l = 1, 2,⋯, s,V�
^

rl,U�
^

lr, r, l∈ {1, 2,

⋯, s}, r≠ l. 在此优化权重下,有

Ξδ0T

X 0
0 = ΛδeT

Y e
0 = ∑

s

l= 1

ΛδleT

Y le
0 = 1,

且　　　Ξδ0T

X 0
0 = ∑

s

l= 1

Ξδ0lTX 0l
0 , l = 1, 2,⋯, s,

则

∑
s

l= 1
ΛδleT

Y le
0 = ∑

s

l= 1
Ξδ0lTX 0l

0. (23)

因为X
� lr

0 = Y
� lr

0 , r, l∈ {1, 2,⋯, s}, r≠ l,并由定理 4,

则有

∑
s

r, l= 1, r≠l

Λ�
^

rlT Y� lr
0 = ∑

s

r, l= 1, r≠l

Ξ�
^

lrT

X� lr
0 , (24)

式 (23) 和 (24) 等号两边分别相加,有

∑
s

l= 1

ΛδleT

Y le
0 + ∑

s

r, l= 1, r≠l

Λ�
^

lrT

Y� lr
0 =

∑
s

l= 1
Ξδ0lTX 0l

0 + ∑
s

r, l= 1, r≠l

Ξ�
^

lrT

X
� lr

0. (25)

假设在此优化权重下, s个子过程中至少有一个无

效,即至少有一个子过程的输入权重和严格大于输

出权重和,即

∑
s

r= 1

U�
^

l′rT

Y� l′r

∑
s

r= 1
V
�^ l′rT

X
� l′r

=
∑

s

r= 1

Λ�
^

l′rT

0 Y� l′r
0

∑
s

r= 1
Ξ�
^

l′rX
� l′r

0

< 1.

ϖ l′∈ {1, 2,⋯, s}.

将 s个子过程输入、输出权重和分别相加,则有下式

成立:

∑
s

l= 1
ΛδleT

Y le
0 + ∑

s

r, l= 1, r≠l

Λ�
^

lrT

Y
� lr

0 <

∑
s

l= 1
Ξδ0lTX 0l

0 + ∑
s

r, l= 1, r≠l

Ξ�
^

lrT

X
� lr

0. (26)

式 (25) 与式 (26) 矛盾,此假设不成立. 故 s个子过程

均是D EA (C2R ) 有效的. □

定理 5 和定理 6 说明N ET 2D EA 模型有效比

D EA 有效 (C 2R ) 更 为 严 格. 若 评 价 单 元 是

N ET 2D EA 有效的,它必然是总体D EA 有效 (C 2R ) ,

且其子过程均为D EA 有效 (C 2R ). 对于无效单元,

N ET 2D EA 模型不仅能给出总体有效性差距的信

息,而且能够给出各子过程有效性差距信息及其优

化的途径.

5　应用算例
　　假设存在一组 6个内部结构相同 (如图 2所示)

的决策单元, 原始数据略. 单元N ET 2D EA 有效性

指标、D EA (C 2R )有效性指标及各子过程的D EA

(C2R )有效性指标见表 1.

　　结果表明,单元2为N ET 2D EA 有效,且为D EA

图 2　含有 3个关联子过程的决策单元

第 5 期 殷梅英等: 评价带有关联子过程决策单元的D EA 模型 513



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

表 1　算例中决策单元及其子过程的有效性指标计算结果

有效性指标

DM U 1 DM U 2 DM U 3 DM U 4 DM U 5 DM U 6

网络D EA 0. 570 8 1. 000 0 0. 583 3 0. 598 7 0. 426 9 0. 572 1

D EA (C2R ) 0. 537 2 1. 000 0 0. 583 3 0. 574 7 0. 412 9 0. 585 4

子
过
程

P 1 (D EA (C2R ) ) 0. 510 2 1. 000 0 0. 575 0 0. 527 8 0. 416 7 0. 583 3

P 2 (D EA (C2R ) ) 0. 903 6 1. 000 0 1. 000 0 1. 000 0 0. 981 0 1. 000 0

P 3 (D EA (C2R ) ) 1. 000 0 1. 000 0 0. 959 3 0. 949 5 0. 963 0 0. 918 7

有效 (C 2R ) ,单元的 3个子过程也均为有效. 该结果

与定理5和定理6相符. 另外 , N ET 2D EA 模型可以

对无效单元的资源在各子过程的分配及各子过程之

间的关联输入、输出进行优化.

6　结　　论
　　利用网络D EA 技术对包含内部子过程的经济

实体的有效性进行评价,不仅可以对经济实体的总

体有效性进行评价,而且还评价了其内部子过程的

有效性水平,所以该方法较传统D EA (C2R )模型更

为严格、实用. N ET 2D EA 模型还可以对无效决策单

元的内部资源分配作出优化,使管理者更为详细、准

确地了解经济实体的运行状况,对低效单元给出更

确切的管理措施. 另外,N ET 2D EA 模型对于节点间

具有网络结构的供应链集结与分解评价时,更具有

普遍意义.
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