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非匹配不确定系统的模糊滑模控制

李 文 林
(河南师范大学 数学系 , 河南 新乡 453006)

摘　要 : 研究多输入不确定系统的模糊滑模控制问题 ,利用动态补偿器和不等式技巧设计了滑动模态 ,解决了非匹

配不确定性的抑制问题 ,并给出了保守性较小的滑模稳定性条件.为克服滑模的抖振 ,提出了用模糊数模型和双二次

函数插值构造模糊滑模控制律的方法.仿真结果表明 ,该方法对于参数摄动和外部扰动具有良好的鲁棒性.
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Fuzzy sliding mode control for non2matching uncertain systems

L I Wen2l i n
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Abstract : The fuzzy sliding mode control for non2matching uncertain systems is studied. By applying dynamic compensator

and inequality technique , the sliding mode is designed and the problem of non2matching uncertainty restraint is solved. A

stability condition of sliding mode with litter conservative is obtained. In order to overcome chatter phenomenon , the fuzzy

number model and double quadratic function interpolation algorithm are combined to design a fuzzy sliding mode control law.

Simulation results show that this method has stronger robustness against the variation of parameters and disturbance.
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1　引　　言
　　由于滑动模态对系统的参数摄动和外部干扰具

有良好的鲁棒性 ,滑模控制已成为控制理论研究的

一个重要方向 ,并取得了许多重要进展[1 ] .然而 ,目

前有些问题还没有很好解决[1～3 ] ,因而影响了滑模

控制的实际应用.突出的问题是 :1) 非匹配不确定

系统滑模稳定性分析和控制器设计尚无有效的方

法 ,已有结论大都是保守的 ;2) 抖振和控制力的频

繁切换是滑模控制的主要缺点之一.为克服或削弱

抖振 ,人们提出了许多解决方案[1 ] ,如建立边界层、

设计变速趋近律等.近年来 ,随着模糊控制理论的发

展 ,不少学者又提出利用模糊控制取代切换控制的

设计方案[1 ,4～8 ] .但这些方案要么控制效果不能令

人满意 ,要么控制律求解过于复杂而难以实现.

　　本文针对上述两个问题进行研究 :1)提出利用

动态补偿器和不等式技巧设计滑动模态的新方法 ,

给出了保守性较小的滑模稳定性条件 ;2)用模糊数

模型和双二次插值设计模糊滑模控制器 ,以克服抖

振和模糊控制律求解计算复杂的缺点.

2　问题描述及预备引理
　　考虑非匹配不确定系统

Ûx = ( A +ΔA ( x , t) ) x + B u + f ( x , t) . (1)

其中 : x ∈R n , u ∈R m , ( A , B ) 可控 , rank B = m ,

ΔA ( x , t) 和 f ( x , t) 分别为摄动和外部干扰.

　　由于 rank B = m ,总可将式 (1) 变换为如下形

式 (否则作变换 �x = Tx : TB = [0 , B 2 ] T) :
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Ûx 1 = A 1 x +ΔA 1 ( x , t) x + f 1 ( x , t) ,

Ûx 2 = A 2 x +ΔA 2 ( x , t) x + B 2 u + f 2 ( x , t) .

(2)

其中 : B 2为 m ×m 非奇阵 ;ΔA 1 ( x , t) ,ΔA 2 ( x , t)

和 f 1 ( x , t) , f 2 ( x , t) 分别为参数摄动和外部干扰.

　　本文的目的是设计合适的切换函数和控制器 ,

使不确定系统 (1) 的运动具有满意的动态性质.

　　假设1　‖ΔA 1 ( x , t) x + f 1 ( x , t) ‖≤g ( t) x

+ F( t) ,其中 g ( t) 和 F( t) 为非负有界函数.

　　引理 1　对于系统 (1) ,任给λ > 0 ,存在 K ∈

R m×n和常数αk ≥0 ,使得当 t 充分大时 ,有

‖e ( A + B K) t ‖≤αke
-λt . (3)

　　证明 　由 ( A , B ) 可控易知 , Πε > 0 , ϖ K ∈

R m×n ,使λmax ( A
-

) = - λ, A
-

= A + B K ,且

‖e A
-

t ‖ =

‖Pdiag{ eλ1 t , ⋯,eλn
t} P - 1‖≤αke

-λt . (4)

其中 P是由 A
-

的特征根λ1 , ⋯,λn对应的特征向量

构成的矩阵. □

　　引理 2　设 - λ是 A
-

的第 i个特征根 , p i是 P

的第 i列 , P - 1
i 是 P - 1的第 i行 ,则当 t充分大时 ,对

任给的ε > 0 ,有

‖exp A
-

t ‖≤ (1 +ε) ‖p i P
- 1
i ‖e

-λt . (5)

　　证明 　由式 (4) ,对任给的ε > 0 ,存在 t
-

> 0 ,

当 t ≥ t
-
时 ,有

‖exp A
-

t ‖≤

(1 +ε) ‖Pdiag{ 0 , ⋯,0 ,e -λ
i
t ,0 , ⋯,0} P - 1‖ =

(1 +ε) ‖pi P
- 1
i ‖e

-λt . □

　　由引理1和引理2 ,可适当选取 K ,使λ充分大 ,

因此假设下列不等式成立 :

lim
———

t→∞

1
t∫

t

0
αkg (τ) dτ =α <λ,

lim
———

t→∞
αk F( t) =β;

(6)

lim
———

t→∞∫
t

0
αke

-λ( t -τ) g (τ) dτ≤α1 < 1 . (7)

3　滑动模态的稳定性
　　为减少控制器的保守性和增加控制器设计的
自由度 ,构造如下动态补偿器 :

Ûz = - ( A 2 + B 2 K) x . (8)

借助于动态补偿器设计切换函数和滑动流形
s = x 2 + z , S 0 = { ( x , z ) | s = 0} . (9)

　　引理 3　按式 (8) 和 (9) 选取切换函数 ,则滑动
方程为

Ûx 3 = ( A + B K) x 3 +
ΔA 1 x 3 + F( t)

0
,

(10)

并且
‖x 3 ( t) ‖≤

αk ‖x 0‖e
-λt +αk∫

t

0
e -λ( t -τ) ×

[ g (τ) ‖x 3 (τ) ‖+ F(τ) ]dτ. (11)

　　证明 　由式 (2) , (8) 和 (9) 得

Ûs =ΔA 2 ( x , t) x + f 2 ( x , t) + B 2 ( u - Kx) .

(12)

令Ûs = 0 ,解得等价控制

ueq = Kx - B - 1
2 [ΔA 2 ( x , t) + f 2 ( x , t) ].

(13)

式 (13) 代入 (2) 即得 (10) .解方程 (10) ,并利用引理

1和引理 2 ,得

x ( t) = x 0e �A t +∫
t

0
e �A ( t -τ) ×

　　　
ΔA 1 ( x ,τ) x (τ) + f 1 ( x ,τ)

0
dτ,

‖x ( t) ‖≤

‖x 0‖‖e
�A t ‖+∫

t

0
‖e �A ( t -τ) ‖×

‖ΔA 1 ( x , t) x + f 1 ( x , t) ‖dτ≤

αk ‖x 0‖e
-λt +αk∫

t

0
e -λ( t -τ) ×

[ g (τ) ‖x (τ) ‖+ F(τ) ]dτ. □

　　定理 1　按式 (8) 和 (9) 设计切换函数 ,并取反

馈阵 K ,使式 (6) 和 (7) 成立 ,则有

lim
———

t→∞
‖x 3 ( t) ‖≤

β
λ(1 - α1) . (14)

特别是当β = 0时 ,滑动模态指数稳定.

　　证明

lim
———

t→∞
αk∫

t

0
e -λ( t -τ) F(τ) dτ =

αk lim
———

t→∞(∫
t

0
eλτF(τ) dτ/ eλt) .

对上式右端利用柯西中值定理 ,并取上极限得

αk lim
———

t→∞(∫
t

0
eλτF(τ) dτ/ eλt) ≤

αk lim
———

t→∞

eλt F( t)
λeλt =

β
λ =

[β -∫
t

0
e -λ( t -τ)αkg (τ)βdτ] ×

[λ(1 -∫
t

0
e -λ( t -τ)αkg (τ) dτ) ]

- 1
. (15)
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记ω( t) =β[λ(1 -∫
t

0
e -λ( t -τ)αkg (τ) dτ) ]

- 1
,代入式

(15) 得

　　　　　lim
———

t→∞
αk∫

t

0
e -λ( t -τ) F(τ) dτ≤

　　　　　ω( t) -∫
t

0
e -λ( t -τ)αkg (τ)ω(τ) dτ. (16)

若 ‖x 3 ( t) ‖≥ω( t) ,则式 (16) 代入 (11) ,得
eλt [ ‖x 3 ( t) ‖ - ω( t) ] ≤

αk ‖x 0‖+∫
t

0
αkg (τ) eλτ[ ‖x 3 (τ) ‖ - ω(τ) ]dτ.

(17)

对式 (17) 应用 Growall不等式 ,并注意式 (6) 得
‖x 3 ( t) ‖ - ω( t) ≤

αk ‖x 0‖exp ( - λt +∫
t

0
αkg (τ) dτ) ≤

αk ‖x 0‖e
- (λ-α) t →0 , t →∞.

由式 (7) 和ω( t) 的定义 ,有

lim
———

t→∞
‖x 3 ( t) ‖≤lim

———

t→∞
ω( t) =

β
λ(1 - α1)

. □

　　推论 1　若lim
———

t→∞
g ( t) <
λ
αk

, lim
———

t→∞
f ( t) =
β
αk

,则定

理 1结论成立.

4　模糊控制器设计
　　由式 (14) ,当λ充分大时 ,滑动模态将收敛到
原点附近充分小的邻域内.剩下的问题是寻求控制
律 ,迫使系统的运动到达 s0 .为克服常规滑模控制抖
振大和动态性能差的缺点 ,本文用模糊滑动流形�s0 :

s is zero来替代常规的滑动流形.如图1所示 ,将 s的
变化划分为 5个模糊集.即

图 1　s的隶属函数

　 　　E (�s i) = { NB ,NM ,ZR ,PM ,PB} =

　 　　　　　　{ E1 , E2 , E3 , E4 , E5} .

取模糊滑模控制律
u = Kx - B - 1

2 [ H ( x , t) +ε] V . (18)

其中 : H ( x , t) ≥ ‖ΔA 2 ( x , t) x + f 2 ( x , t) ‖, V

= [ v1 , ⋯, v m ] T由下面的模糊控制推理来解决.

　　将 v i的模糊集 F( v i) ( i = 1 , ⋯, m ) 的论域作

如下划分 :

F ( v i) = { NB ,NS ,ZR ,PS ,PB} =

{ F1 , F2 , F3 , F4 , F5} ,

并取图 2所示的隶属函数 . 为求出 V ,先考虑

图 2　vi 的隶属函数

ΔA 2 ( x , t) 和 f 2 ( x , t) 已知的情况 ,此时显然应取

u 3 = Kx - B - 1
2 [ΔA 2 ( x , t) x + f 2 ( x , t) - V ].

代入式 (12) ,则有Ûs i = v i .要使 s i →0 , s i与 v i之间

应满足如下模糊关系 :

　　若 s i 正大则 v i负大 ;若 si 负大则 v i正大 ; ⋯.

即应建立如下的模糊控制规则 :

R
( j)
i : if si is Ej then v i is F6 - j ,

　j = 1 , ⋯,5 , i = 1 , ⋯, m . (19)

输入采用单点模糊化、Mamdani模糊逻辑推理和加

权平均解模糊 ,得

v i ( z ) =∫τFz (τ) dτ[∫Fz (τ) dτ]
- 1

,

z = s/Φ. (20)

　　由于式 (20) 计算复杂繁琐 ,本文采用模糊数模

型和双二次函数插值反模糊方法.分别用模糊数 : -

1
～

, - 0 . 5
～

, 0
～

,0 . 5
～

, 1
～
取代上面的模糊集 NB ,NS ,ZE ,

PS ,PB . 由模糊控制规则 (19) 可得模糊数模型 (表

1) .记 hi = - 1 . 5 + 0 . 5 i , i = 1 , ⋯,5 ,则有

v i ( hj) = - hj , v i ( h
-

j) = - h
-

j . (21)

表 1　模糊数模型

�z i - 1
～

- 0 . 5
～

0
～

0 . 5
～

1
～

�v i 1
～

0 . 5
～

0
～

- 0 . 5
～

- 1
～

　　容易看出 ,∫Fz ( u) d u是形如 ( z - c) 2 + d的二

次函数 ,且 z = h
-

i =
hi + hi +1

2
有最大值5/ 8 ,在 z =

hi处有最小值 1/ 2 .因此取插值函数

v i ( z ) =
ajz

2 + bjz + cj

5/ 8 - 2 ( z - h
-

j)
2

,

hj < z < hj +1 , j = 1 , ⋯,5 .

(22)

　　由表 1 ,当 h3 = 0 < z < h4 = 0 . 5 时 , h
-

3 =

0 . 25 . 代入式 (21) 得

v i (0) = 0 , v i (0 . 5) = - 0 . 5 , v i (0 . 25) = - 0 . 25 .

(23)

式 (23) 代入 (22) ,得 c3 = 0 , a3 = 0 . 5 , b3 = - 3/ 4 ,

c3 = 0 .从而

v i ( z ) =
0 . 5 z 2 - 3 z / 4

5/ 8 - 2 ( z - 0 . 25) 2 =
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-
z (2 z - 3)

8 z 2 - 4 z - 2
,0 ≤ z ≤0 . 5 .

　　同理可解得其他各段的表达式 ,整理得

v i ( z ) =

z (3 - 2 | z | ) (8 z 2 - 4 | z | - 2) - 1 ,

　| z | < 0 . 5 ;

z (3 - 2 | z | ) (3 | z | - 1) ×

(8 z 2 - 12 | z | + 2) - 1 ,

　0 . 5 ≤| z | < 1 ;

sgn z , | z | > 1 .

(24)

上述结果与按加权反模糊化 (20) 的计算结果[3 ,6 ]完

全相同 ,但计算要简单得多.

　　由式 (24) ,当 | s i | >φ时 , v i = - sgn s i ;由式

(12) ,当 | s i | >φ时 ,有

s iÛs i ≤- | s i | [ H ( x , t) -

‖ΔA 2 ( x , t) x + f 2 ( x , t) ‖+ε] ≤

εs iv i = - ε| s i | .

系统的运动将在有限时间内进入边界层 | s i | < φ;

而且 V 是按模糊控制规则设计的 ,它能有效地抑制

抖振 ,保证以准滑模的形式到达原点附近.

5　示例仿真
　　考虑不确定系统

Ûx 1 = ( - 2 + sin t) x 1 + 1 . 2 x 2 + 2 te - t ,

Ûx 2 = 1 . 1 x 1 + 3 . 5 x 2 + u + 3 + cos t .

　　希望滑动模态有极点 :λ1 = - 3 ,λ2 = - 4 .按式

(9) 和 (10) 设计动态补偿器和切换函数

Ûz = 2 x 1 + 5 x 2 , s = x 2 + z .

按式 (18) 构造控制律

u = - x 1 - 3 x 2 - (0 . 1 | x 1 | +

0 . 5 | x 2 | + 4 +ε) V .

　　仿真结果如图 3～图 5所示.从仿真结果可以

看出 ,本文方法对扰动和参数不确定性具有较好的

鲁棒性 ,克服了常规滑模控制的抖振和控制力频繁

图 3　被控系统状态轨线

图 4　切换函数的变化

图 5　控制律的变化

切换的缺点 ,控制效果良好.

6　结 　　论
　　本文利用动态补偿器和不等式技巧解决非匹配

不确定项的抑制问题 ,给出了保守性较小的滑模稳

定性条件 ;提出一种双二次函数插值解模糊算法 ,简

化了控制律分析和求解计算.仿真结果表明 ,该方法

能克服滑模控制抖振和频繁切换的缺点 ,对参数摄

动和外部扰动具有良好的鲁棒性.
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(a) 　期望值与实际输入值的变化

(b) 　舵角的变化

图 4　仿真曲线

模糊值(小的顶风航行角和大的自由航行角) ,输出

舵角则采用比例导数表达式.隶属函数和比例导数

的系数值依据经验来选择和优化.

6　结　　论
　　本文介绍一种基于 Sugeno 模糊模型的帆船航

行模糊控制器.首先采用模糊逻辑控制方法 ,将舵手

的航行经验与传统的控制技术相结合 ,提高了控制

器的智能度 ;然后采用 Sugeno 模糊模型 ,将舵角的

非线性动态控制局部线性化表示 ,并根据这些局部

线性化模型 ,采用线性控制的方法分别设计控制器 ;

最后通过模糊推理得到全局控制量.仿真实验证明 ,

该方法能有效地控制复杂的帆船航行系统 ,对于帆

船运动员进行科学训练是一种有效的方法.
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